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Liebe Schülerin, lieber Schüler! 

Ich gratuliere Ihnen zunächst, daß Sie den I. Jahrgang erfolgreich abschließen konnten. 
Im Mathematikunterricht wurden Ihnen elementare Grundlagen vermittelt, die Sie für den 
weiteren Schulbesuch, aber auch für Ihre spätere Berufspraxis unbedingt brauchen. 

Bei der Handhabung des Taschenrechners und beim Umformen von Formeln haben Sie 
sicherlich erkannt, daß hier „Verstehen“ allein zu wenig ist. „Beherrschen“ ist in der Technik 
der Schlüssel für den Erfolg! 

Dieses Buch enthält den Lehrstoff des II. Lehrgangs aller Höheren Abteilungen der HTL. 
In Anbetracht der neuen Lehrpläne ist der dargebotene Lehrstoff gegenüber der 7. Auflage 
gestiegen. Es muß aber ausdrücklich festgestellt werden, daß dies nicht zu einer Überlastung 
der Schüler führen wird, da in den einzelnen Abteilungen unterschiedliche Schwerpunkte ge¬ 
setzt werden. Der Mathematiklehrer wird in Abstimmung mit dem Lehrplan und den 
Lehrern der technischen Gegenstände die für Ihre Abteilung notwendige Auswahl treffen. 

Sie werden im II. Jahrgang jene Mathematikkenntnisse erwerben, über die etwa ein gut aus¬ 
gebildeter Werkmeister verfügt. 

Sie lernen die wichtigsten Funktionen kennen und anwenden. Der Zahlenbereich wird durch 
die Einführung der komplexen Zahlen erweitert. Sie lernen quadratische Gleichungen lösen 
und die Trigonometrie auf Körperberechnungen anwenden. Die Vektorrechnung wird ver¬ 
tieft und auf die Analytische Geometrie angewendet. 

Viel Spaß mit Mathematik im zweiten Jahrgang und viel Erfolg! 


Julius Schärf 


1. Wiederholung und Vertiefung 


1.1 Einige Eigenschaften von Funktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die* Begriffe nach oben beschränkte Funktion, obere Schranke einer Funktion, nach unten be¬ 
schränkte Funktion, untere Schranke einer Funktion und beschränkte Funktion erklären; 

■ die Begriffe streng monoton wachsende Funktion, monoton wachsende Funktion (nichtfallende 
Funktion), streng monoton fallende Funktion, monoton fallende Funktion (nichtwachsende Funktion) 
und konstante Funktion erklären; 

■ die Begriffe gerade Funktion, ungerade Funktion und periodische Funktion erklären; 

■ den Begriff Nullstelle einer Funktion erklären; 

■ Werte eines Polynoms mit Hilfe des Horner-Schemas berechnen; 

■ Fehler von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten berechnen; 

■ die Auswirkung von Rundungsfehlern der Eingangsgrößen k und d auf den Wert y der linearen 
Funktion y=kx+d erklären. 


In diesem Band werden die für den Techniker grundlegenden Funktionen behandelt. Zu 
ihrer Beschreibung führen wir hier die dazu notwendigen Begriffe ein. 


Beschränkte Funktionen 


Der Graph von / verläuft in [a, b ] 
unterhalb oder auf der Geraden y = B. 



Die Funktion / heißt in [a, b ] nach 
oben beschränkt, wenn es eine Zahl B 
gibt, so daß für alle x e [a, b] gilt 1 : 

Rx)<B 

B heißt eine obere Schranke von f. 


Der Graph von / verläuft in [a, b] 
oberhalb oder auf der Geraden y = A. 



Die Funktion / heißt in [a, b] nach 
unten beschränkt, wenn es eine Zahl A 
gibt, so daß für alle x e [a, b] gilt: 
f(x)>A 

A heißt eine untere Schranke von /. 


Die Funktion /heißt beschränkt in [a , b], wenn /in diesem Intervall sowohl nach oben 
als auch nach unten beschränkt ist. 


[a, b] wird gesprochen: abgeschlossenes Intervall a, b. 
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BEISPIELE 

1. y — — x 2 + 2 ist über R nach oben beschränkt. 
2 ist die kleinste obere Schranke. 

2,5 ist eine obere Schranke. 

Ti ist eine obere Schranke. 

2. y = sin x ist in R beschränkt. 

1 ist die kleinste obere Schranke. 

— 1 ist die größte untere Schranke. 



Monotone Funktionen 


y 



Die Funktion /heißt im Intervall [a, b] 
streng monoton wachsend, wenn für alle 
Xi, x 2 e[fl, b ] gilt: 

*1<*2 => /0l)</0 2 ) 


BEISPIEL 

y = x 2 ist streng monoton wachsend 
über R + . 



BEISPIEL 

y = x 2 ist streng monoton fallend 
über R~. 




Venn für alle x u x 2 e [a, b] gilt: 

*i <*2 => f(xj <f(x 2 ) 

so heißt / über diesem Intervall 

monoton wachsend oder nichtfallend. 


Wenn für alle x u x 2 e [a, b] gilt: 

Xi < x 2 => f(xj>f(x 2 ) 
so heißt / über diesem Intervall 

monoton fallend oder nichtwachsend 1 . 


Beuchten Sie: Streng monotone Funktionen sind auch monoton. 
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Konstante Funktionen v 


y=f( x ) 


/ heißt konstante Funktion, wenn für 
alle Xj, x 2 6 [a, b] gilt: 







/(*i) =f(xi) 

a ) 

<i o 

x 2 t 

D X 


BEISPIELE 

y = 2, y = 0, y= — 5,2 sind konstante Funktionen über R. 


Gerade Funktionen Ungerade Funktionen 

Der Graph von / ist symmetrisch bezüglich Der Graph von / ist bezüglich des Ur- 
der ^-Achse. Sprungs zentralsymmetrisch. 




/ heißt eine gerade Funktion, wenn für 
alle x e D gilt: 

/(-*) =/m 


/ heißt ungerade Funktion, wenn für 
alle x e D gilt: 

/(-*) = -/(*) 


BEISPIELE 

y = x 2 und y = 2 sind gerade Funktionen. y = x und y = x 3 sind ungerade Funk¬ 

tionen. 


Nullstellen einer Funktion 

y 


Argumente x, für die 

y=f(x) 


/(*)- o 



gilt, heißen Nullstellen der Funktion f. 

' X -| X 2 

^- % X 
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1. Wiederholung und Vertiefung 


Die Nullstellen einer Funktion sind die Abszissen jener Punkte, in denen der Funktions¬ 
graph die x-Achse schneidet oder berührt. 

Die Lösungen der Gleichung/(x) = 0 sind die Nullstellen der Funktion y=f(x). 


Periodische Funktionen 


Wenn für alle x e D und ( x+p ) e D 
gilt: 

f(x + p) =/(*) 

so heißt / periodisch mit der Periode p. 



Mit p ist auch kp (k e Z) eine Periode von f falls x + kp g D. 
Die kleinste positive Periode von /heißt primitive Periode von f. 

BEISPIELE 

yt 


0 


Periode: 360° ( = 2 7t) 

Nullstellen: ..0°, 180°, 360°, .. . 




Periode: 180° ( = 7t) 

Nullstellen: . .0°, 90°, 180°, ... 
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1.2 Berechnung von Polynomwerten (Horner-Schema) 


Um den Wert des Polynoms P 3 = 2x 3 — 5 x 2 + Ix — 6 für x = 2,31 zu berechnen, gehen wir 
folgendermaßen vor: 


2.31 


STO 1 

y x 

3 

X 

2 

- 

5 

X 

RCL1 

y x 


RCL1 


8.142282 


Beachten Sie: 

speichert den in der Anzeige befindlichen Wert in den Speicher 1. 
ruft den Inhalt des Speichers 1 ab. 


STO1 


RCL1 


Wenn wir auf diese Weise etwa ein Polynom 9. Grades berechnen wollen, dann können wir 
von der „Methode der langen Nächte“ sprechen. 

Viel schneller und bequemer kommen wir ans Ziel, wenn wir x mehrmals herausheben. 

P 3 = 2x 3 - 5x 2 + 7x - 6 = ( 2x 2 - 5* + l)x - 6 
= ((2 jc — 5) jc + 7) jc — 6 


Somit: 

2.31 

2 

5 
7 

6 


STO 1 

X 


- 



= 

X 

RCL1 

+ 

= 

X 

RCL1 

- 


Allgemein: 
x 


8.142282 


STO 1 

X 


+ 



= 

X 

RCL1 

+ 

= 

X 

RCL1 

+ 


a 3 x 3 + a 2 x 2 + a 3 x + a 0 


Auch ohne TR benützen wir die obige Zerlegung und rechnen mit dem als Horner-Schema 
bezeichneten Schema * 1 . 



a 3 

a 2 

Z\ 

a o 


/ 

+ a 3 x ! 

+ ( a 3 x 3 + a 2 )x ! 

+ [(a 3 x 3 + a 2 )x ! + a 3 ]x 3 


a 3 

a 3 x 3 + a 2 

(a 3 x 3 + a 2 )x i + fl! 



In der ersten Zeile stehen die nach fallenden Exponenten von x geordneten Koeffizienten 
des Polynoms, wobei auch eine Null gegebenenfalls geschrieben werden muß. 

BEISPIELE 

1. P 3 (x) = 2x 3 - 5x 2 + Ix - 6 P 3 (2) ist zu berechnen. 

2-5 7-6 

/ 4 -2 10 


2 2 -1 5 4 P 3 ( 2) = 4 


1 William George Horner (1786—1837), engl. Mathematiker 
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1. Wiederholung und Vertiefung 


2. P 2 (x) 

= -6x 2 + 15 


P 2 ( — 4) ist zu berechnen. 



-6 

0 

15 




/ 

24 

-96 



-4 

-6 

24 

-81 

1 

II 

1 

oo 

Allgemein gilt: 




P»(x- 1 ) 

= a 

„x" + a„ 

-1 *r “ 1 

[ 4- a n _ 2 x" ~ 2 + .. 

. + a : x 3 + a 0 


= {■ 

• .[((a n x 3 + a n _ 

i)*i + a„- 2 )x i + 

a„_ 3 \x ! + ... + fll} X 3 4- n 0 


t 


<*n- 1 

a „- 2 




/ 

A n x 

4- A„_i x ... 

4- /1 2 -x 4- -x 

X 

A„ 

A„ ~ i 

A„-2 

PSx) 


STO 


a„ 

+ 


di 

= 

X 

RCL 

+ 

i = n — 1, Ti — 2,..., 2,1 


a o 


Pn{x) 


Der dicke schwarze Rahmen in der letzten Abbildung kennzeichnet eine Schleife. 
Zuerst wird für i der Wert n — 1 gesetzt, beim nächsten Durchlauf n — 2, ..zuletzt 1. 


AUFGABEN 


Berechnen Sie die angeführten Funktionswerte: 


1.01 

P 2 (x) = x 2 - 5*+12 

F 2 (-3), F 2 (0), P 2 (8,2) 

1.02 

P 2 (x) - 2x 2 + 3x-4 

P 2 (-15), F 2 ( — 6), F 2 (5) 

1.03 

P 2 (x) = - 4,2 x 2 - 6,7 x+12,9 

F 2 ( — 3,8), P 2 {- 1,2), F2(4,5) 

1.04 

/> 3 (jc) = x 3 + 2a: 2 + 5x-7 

F 3 (-l), PA 2), P 3 (4) 

1.05 

P 3 (x) = 2 x 3 — 5x4-6 

F 3 (-2), F 3 (0), F 3 (7) 

1.06 

P 3 (x) = — 4x 3 4- 2,5 x 2 — 9,3 

F 3 ( — 1,82), F 3 ( — 0,94), P 3 (2,42) 

1.07 

F 4 (x) = x 4 -3x 2 + 5x-2 

F 4 ( — 3), F 4 ( — 1,85), F 4 (2,5) 

1.08 

F 4 (x) = — 3x 4 — 6x 3 + 5x 2 + 25 

F 4 ( — 2), F 4 (l), F 4 (3,2) 


Berechnen Sie y — P(x) für x € [4; 6] mit Ax — 0,4 und zeichnen Sie den Funktions¬ 
graphen. 


1.09 a) P 2 (x) = x 2 - 1,2*+ 4 b) P 3 (x) = 3x 3 - 4x 2 + 5x - 6 

1.10 a) F 4 (x) = 4x 4 -2x 2 + 7x-9,5 b) P 5 (x) = 3x 5 - 4x 4 + 2x - 7 
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Berechnen Sie y = P(x ) für x e [1,5; 5,5] mit Ax = 0,5 und zeichnen Sie den Funktions¬ 
graphen. 

1.11 a) P 2 (x) = x 2 -l,3x + 7,6 b) /> 3 (x) = 2,7 x 3 - 5,2x 2 + 4,7 

1.12 a) P 4 (x) = 5,1 x 4 — 7,2 x 3 + 5,3 x — 4,3 b) P 5 (x) = x 5 - 2,9 x 2 + 4,8 x - 10,4 


Struktogramm: 


Überschrift: Horner-Schema für Grad n 
a(4)*x A 4 + a(3)*x A 3 + a(2)*x A 2 + a(1)*x + a(0) 

Eingabe: n 

FOR 1 

= n TO 0 STEP -1 


Eingabe: a(i) 

NEXT 

1 

Eingabe: x 

P-a(n) 

FOR 1 

= n TO 0 STEP -1 


p = p*x +a(i) 

NEXT 

1 

Ausgabe: Polynomwert p 


Das QBASIC-Programm 

CLS 

PRINT "Horner-Schema für Grad n (n <= 10)": PRINT 

INPUT "n = ", n: PRINT 

PRINT "Eingabe der Koeffizienten :" 

FOR I = n TO 0 STEP -1 

PRINT "a("; I; ") = "; : INPUT "", A(I) 

NEXT I: PRINT 
DO 

P = A(n): INPUT "x = ", X 

FOR I = n - 1 TO 0 STEP -1: P=P*X+A(I): NEXT I 
PRINT "Der Polynomwert für x ="; X; "beträgt P 
PRINT 
LOOP 

bewirkt die Ausgabe: 

Horner-Schema für Grad n (n <= 10) 
n = 4 

Eingabe der Koeffizienten : 
a( 4 ) =3 
a( 3 ) = -2 
a ( 2 ) = 1 
a( 1 ) = 5 
a( 0 ) =3 

x =0 

Der Polynomwert für x = 0 beträgt 3 
x = 2 

Der Polynomwert für x = 2 beträgt 49 
x = -12 

Der Polynomwert für x =-12 beträgt 65751 
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1.3 Genauigkeitsbetrachtungen 
Zahlen begrenzter Genauigkeit 

Wir haben uns bereits im 1. Band Abschnitt 2.5 mit Zahlen begrenzter Genauigkeit beschäf¬ 
tigt. Zu diesen gehören alle Zahlen, denen eine Messung, Schätzung oder Rundung zugrunde 
liegt. 

Wir bezeichnen mit 

a den wahren Wert einer Zahl, 

a* den Näherungswert von a. 

Das Rechnen mit Näherungswerten ist ein Rechnen mit Intervallen. 

a* e ]73,8; 74,2[, 73,8 < a* < 74,2, | a - a* | <0,2 und a* = 74 ± 0,2 (ohne Ein¬ 

schluß der Grenzen) sind Schreibweisen für denselben Sachverhalt. 

Allgemein 1 : \a — a*\<£ 

| a — a* | absoluter Fehler 

—- I relativer Fehler 

a 

£ (absolute) Fehlerschranke 

Weil wir fast immer mit Näherungswerten rechnen, schreiben wir diese meistens ohne Ge¬ 
nauigkeitsschranken an und vereinbaren: 

Der Fehler darf höchstens die Hälfte der letzten Stelle betragen. 

Wegen dieser Vereinbarung dürfen wir nicht willkürlich Nullen an die letzte Nachkomma¬ 
stelle anhängen. 

Es ist ja 12,3 (steht für 12,25 < a* < 12,35) etwas anderes als 12,30 (steht für 
12,295 < a* < 12,305). 

Abschneiden, Auffüllen, Runden 



11,24 

11,25 

11,247 

abgeschnitten nach einer Nachkommastelle: 

11,2 

11,2 

11,2 

gerundet auf eine Nachkommastelle: 

11,2 

11,3 

11,2 

aufgefüllt auf 3 Nachkommastellen: 

11,240 

11,250 

11,247 


Rundungsregel für Dezimalzahlen 

Falls die erste wegzulassende Stelle kleiner als 5 ist, dann bleibt die zu rundende Ziffer 
unverändert (Abrundung), andernfalls wird sie um 1 erhöht (Aufrundung). 

Die Programmierung dieser Regel bei einer reellen Zahl x auf r Dezimalstellen lautet in 

BASIC: CINT (10 A r * x) / 10 A r 

PASCAL: ROUND (10 A r * x) / 10 A r 


Wir werden uns im 3. und 4. Jahrgang ausführlich mit der Fehlerrechnung beschäftigen, also jenem 
Teilgebiet der Mathematik, das sich mit den bei Messungen auftretenden Fehlern und deren Auswir¬ 
kungen auf Berechnungen befaßt. 
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BASIC: CINT (x) rundet das reelle Argument x auf eine ganze Zahl 

CI NT (6.73) = 7 CINT (- 6.73) = - 7 

CINT (6.73 * 10)/10 = 6.7 CINT (-6.73 * 10)/10 = -6.7 

CINT (6.78 * 10)/10 = 6.8 CINT (- 6.78 * 10)/10 = - 6.8 

PASCAL: ROUND (x) rundet das reelle Argument* auf eine ganze Zahl vom Typ 
Longint. 

ROUND (6.73) = 7 ROUND (- 6.73) = - 7 

ROUND (6.73 * 10)/10 = 6.7 ROUND (- 6.73 * 10)/10 = - 6.7 

ROUND (6.78 * 10)/10 = 6.8 ROUND (- 6.78 * 10)/10 = - 6.8 


AUFGABEN 

1.13 Runden Sie mittels einer EDV-Formel 54,823976 und —5,918634 auf 

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5 Nachkommastellen. 


Fehlerfortpflanzung 


Wir wollen nun empirisch die Frage „Wie wirken sich Fehler der Operanden bei den vier 
Grundrechnungsarten aus?“ beantworten. 




kleinster Wert 

größter Wert 

* 

7,6 

7,55 

7,65 

y 

3,8 

3,75 

3,85 

x + y 

11,4 

^TTiin T y m i n = 11,30 

-^max *F y ma x = 11,50 

x-y 

3,8 

^min-Tmax= 3,70 

^max Tmin = 3,90 

x • y 

28,88 

^min • y min = 28,3125 

^max • Tmax = 29,4525 

x : y 

2 

■^rnin ^ Tmax = 1,9610 

*max • Tmin = 2,04 


Wir betrachten die Beträge der größten Abweichungen vom Sollwert: 

\Ax | = 0,05 | Ay| = 0,05 

\A(x + y) | = 0,10 = | A*| + \Ay\ |A(x-y)| = 0,10 = |Ax| + | Ay\ 

| A(x - y) | = 0,5725 | A(x :y) 1 = 0,04 

Bei der Addition und bei der Subtraktion ist die Gesetzmäßigkeit | Az|<| Ax\ + \Ay\ leicht 

erkennbar. 


Nun zur Multiplikation: 

Aus der Abbildung ersehen wir: 

Az = (x + Ax ) (y + Ay) — xy 
= y-Ax + x-Ay + Ax-Ay 
Ax-Ay ist vernachlässigbar klein, daher gilt: 

Absoluter Fehler des Produkts * -y 
A(x-y) = y-Ax + x-Ay 


Ax« Ay 


Ay 


x« Ay 


y 


x«y 



X 
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1. Wiederholung und Vertiefung 


Wir dividieren diese Gleichung durch x -y und erhalten: 

Relativer Fehler des Produkts x -y 
, Ax , Ay 
x-y ~ x y 


Bei unserem Zahlenbeispiel betrachten wir nun die Beträge der größten relativen Fehler. 


Es gilt 





1 ^ x 

1 x 

= 

0,05 

7,6 

= 0,0066 

II 

^3 ^ 

1 

\ x 

+ 

Ae I 
y 

= 0,0198 « 0,02 

A(x-y) 

x-y 

A(x:y) 

x:y 

= 0,02 




0,05 

3,8 


= 0,0132 


= 0,198 » 0,02 


Zusammenfassung 1 : 

Z z Z X x -y} I I S M*| + \Ay | 

z = x -y} 1 A(x-y) I < |A*| 1 Ay I 

z = x : y J I x-y | " | x | | j; | 

Der Betrag des absoluten Fehlers einer Summe ist höchstens gleich der Summe 
der Beträge der absoluten Fehler der Summanden. 

Der Betrag des absoluten Fehlers einer Differenz ist höchstens gleich der Summe 
der Beträge der absoluten Fehler von Minuend und Subtrahend. 

Der Betrag des relativen Fehlers eines Produkts ist höchstens gleich der Summe 
der Beträge der relativen Fehler der Faktoren. 

Der Betrag des relativen Fehlers eines Quotienten ist höchstens gleich der Summe 
der Beträge der relativen Fehler von Dividend und Divisor. 


BEISPIELE 

1. Die Seitenlängen eines Rechtecks sind a =(115 ±0,5) mm und b = (83 ±0,5) mm. 
Der Flächeninhalt, dessen absoluter und relativer Fehler sind zu berechnen. 


Lösung: 

A 0 = a 0 -b 0 

A 0 = 9545 

Aa 
a 


\ÄA | 

I AA | 

0,5 

115 


< | b-Aa\ + \a-Ab\ 

< 198-0,5 = 99 
0,004 


AA 

A 

AA 

A 


Aci 

± 1 ^ 

a 

b 

99 

= 0,01 

9545 


I Ab 1 

I b | 


0,5 

83 


= 0,006 


A = (9545 ± 99) mm 


I AA 
1 A 


0,01 


Die hier empirisch erarbeiteten Formeln werden in Band 4 bewiesen. 
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Von einem Dreieck sind gegeben: a =(3,1 ±0,05) cm; b = (6,80±0,1) cm und 
y = (30 ±0,5)°. 

In welchen Grenzen liegt der Flächeninhalt? 

Lösung: A = • sin y 

Wir lernen erst im 3. Jahrgang, wie man den Fehler der Sinusfunktion berechnen kann. 
Daher lösen wir unser Problem durch direkte Berechnung von A max und A min . 

. 3,1 -6,8 


•sin 30° = 5,27 
z 

A m - tn = 3 ’° 5 ' 6,75 • sin 29,5 ° = 5,069 


. 3,15-6,85 . 

A max = ---sin 30,5 = 5,475 


In einem Gleichstromkreis wurden U = (110 ± 2) V und / = (1,1 
R und dessen prozentueller Fehler sind zu berechnen. 

Lösung: 


5,069 < A < 5,475 
: 0,04) A gemessen. 




Ro = 

I AR I 

R 


110 

1,8 


A U 1 
U 


+ 


AR I < 

R I " 

A U I 
U | = 
A / I 

I 


I At/I 

A1 1 

\ir\ + 

1 


110 
s 0,04 


= 0,0182 |^| = 


0,04 

1,8 


R 0 = 61 Q 


= 0,0222 

AR 


R 


< 4% 


In welchen Grenzen liegt nun R ? 

I ar I 

Wir multiplizieren ^ = 0,04 mit R 0 und erhalten: | A R \ = \ R 0 \ • 0,04 

Somit: | AR\ = 61 -0,04 « 2,5 

R = (61 ± 2,5) Q oder 58,8 Q < R < 63,5 Q 


4. 


Lineare Interpolation unter Berücksichtigung von Rundungsfehlern 

Hinweis: Arbeiten Sie zur Wiederholung zunächst Band 1, Abschnitt 6.1 d) durch. 

Die Bedeutung des Tabellenrechnens und damit der Interpolation ging mit der Einfüh¬ 
rung des Taschenrechners stark zurück. 

Ausdrücklich muß jedoch darauf hingewiesen werden, daß dies nur für die grund¬ 
legenden Funktionen gilt, die in der HTL im 1. und 2. Jahrgang behandelt werden. Ein 
Blick in die Funktionen- und Zahlentafeln bestätigt dies. 


Wir haben bisher bei der linearen Interpolation 
Zahlen betrachtet. 

Was passiert, wenn die Funktionswerte gerun¬ 
dete Zahlen sind? 

Wir untersuchen den Sachverhalt anhand eines 
einfachen Beispiels. 

Wir nehmen an: /(0) = 0± 1 /(1) = 10± 1 

Aus der Zeichnung erkennen wir: 

Die interpolierten Werte y* liegen im rot gera¬ 
sterten Bereich: 

IOjc — 1 < y* < 10x-F 1 


die Funktionswerte als vollständige 



Allgemein: 

Pi (*i I Ti ± A^), 


Pi (x 2 1 y 2 ± A^) y 0 = yi+ v —~~ (* - *0 y* = y 0 ±Ay 


*2 - y i 
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1. Wiederholung und Vertiefung 


Wenn bei der linearen Interpolation die Eingangsgrößen y 1 und y 2 mit einem Fehler 
Ay behaftet sind, so hat auch der interpolierte Funktionswert y* den gleichgroßen 
Fehler A y. 

5. In einem Behälter sind d* = (12 ±0,5)1 Milch. Man füllt 6 Flaschen zu einem halben 
Liter genau voll. Wieviel Milch bleibt im Behälter? 

Lösung: x ... Anzahl der Flaschen 

y ... Menge der Milch (in Liter) 

Mathematisches Modell: y = \2 — 0,5 -x => y (6) = 9 1 
Rechnung mit den Abweichungen: y* = (12 ± 0,5) — 0,5 • x 
y* üx = 12,5-0,5 x => ^(6) = 9,5 

J'min = 11,5-0,5x => y* in ( 6) = 8,5 y«(6) = (9±0,5) I 

Der Fehler ist gleich groß geblieben. 

6. Ein Fußgänger bewegt sich mit v* = (5 ±0,5) km/h. 

Wie weit kommt er, wenn er genau 6 Stunden geht? 

Lösung: t . . . Zeit in Stunden s .. . Weg in km 

v. .. Geschwindigkeit in km/h 
Mathematisches Modell: s = v* ■ t = 5 t => s(6) = 30 km 
Rechnung mit den Abweichungen: s * = (5 ± 0,5) • t 

■C* = 5 . 5 ' *1.(6)-33 

5* in = 4,5r 5* in (6) = 27 s* (i>*) = (30 ± 3) km 

Der Fehler ist auf das Sechsfache gewachsen. 


7. 


Ein Goldgräber besitzt 2 Millionen Dollar und bringt es damit nach 3 Jahren auf 
4 Millionen Dollar. Wieviel besitzt er nach weiteren 2 Jahren, wenn wir annehmen, 
daß sein Vermögen linear wächst? 

Lösung: x. .. Anzahl der Jahre 

y ... Besitz in Millionen Dollar 
8,y.. . Zuwachs pro Jahr in Millionen Dollar; 5^ = 2/3 

2 2 

Mathematisches Modell: y = j>(0) + hy-x = 2 + — -x y( 5) = 2 + — • 5 = 5,33 


Rechnung mit den Abweichungen: 
y (0)* ax = 2,5 max. Steigung = (4,5 —1,5)/3 = 1 

y (0)min = 1»5 min. Steigung = (3,5 — 2,5)/3 = l/3 

^* ax = l,5 + x ^(5) = 1,5+ 5 = 6,5 

y*>„ = 2,5 + xn y* in (5) = 2,5 + 5/3 = 4,17 


4,17 < y*(5) < 6,5 


In den ersten drei Jahren ist der Fehler von y* gleich dem Fehler von d. Dann wächst 
der Fehler rasch. 


Allgemein gilt für die lineare Funktion y = kx + d: 

Ist nur d ungenau, dann ist die Ungenauigkeit von y gleich der Ungenauigkeit von d. 
Ist nur k ungenau, dann ist die Ungenauigkeit von y gleich der x-fachen Ungenauigkeit 
von k. 
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AUFGABEN 

Berechnen Sie den Flächeninhalt und dessen absoluten und relativen Fehler. 

1.14 Von einem Dreieck sind gegeben: 

a) a =(34±0,3) mm; h a =(24±0,2) mm b) c = (12,3 ±0,1) cm; h c = (32,7±0,3) cm 

1.15 Von einem Rechteck sind gegeben: 

a) a =(64±0,2) m; ft = (14±0,2)m b) a =(12±0,1) dm; ft = (27±0,1) dm 

1.16 Von einem Trapez sind gegeben: 

a) ö =(112±0,5) mm; c = (53±0,5) mm; ft =(24±0,2) mm 

b) fl =(27,9±0,1) cm; c = (53,3±0,1) cm; ft =(32,7±0,1) cm 

1.17 Von einem Kreis ist gegeben: 

a) r = (17,6 ± 0,08) cm; b) d = (120 ± 5) m c) d = (42,85 ± 0,01) m 

1.18 In einem Gleichstromkreis wurden U = (220 ± 2) V, Rt=( 12±1)Q und R 2 = (24±l)£2 
gemessen. 

Berechnen Sie I bei Serienschaltung. 

1.19 Von einem Quader sind a =(13,4±0,2) cm, ft = (8,7±0,1) cm und c = (15,6±0,3) cm 
gegeben. 

Berechnen Sie das Volumen. 

1.20 Von einem Würfel ist a) a =(13 ±0,05) mm, b) a =(38 ± 1) cm gegeben. 

Berechnen Sie das Volumen. 

1.21 Aus einem Wald von gerundet 370 Bäumen fällt man täglich (genau) 12 Bäume. 

Wie viele Bäume sind nach 7 Arbeitstagen noch vorhanden? 

1.22 Ein Bäcker kauft 3000 kg Mehl. Täglich benötigt er von dieser Sorte (auf Zehner 
gerundet) 120 kg. Wieviel von diesem Mehl hat er nach 6 Tagen noch? 

(Zusatz: Wie lange kommt er damit aus?) 

1.23 Ein Fabrikant hat ein (gerundetes) Vermögen von 38 Millionen Schilling. Durch eine 
gelungene Neuproduktion kann er drei Jahre später 50 Millionen Schilling als seinen 
Besitz angeben. Wenn wir lineares Wachstum seines Vermögens annehmen, wieviel 
besitzt er dann nach weiteren sechs Jahren? 

1.24 In einem Wald von 4300 Bäumen (auf Hunderter gerundet) werden monatlich 700 
Bäume (analog gerundet) herausgeschlagen. 

Wie viele Bäume sind nach 5 Monaten noch vorhanden? 

(Zusatz: Wie viele Monate etwa dauert es bis zum vollständigen Kahlschlag?) 
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1. Wiederholung und Vertiefung 


Kodierungsfehler bei Computern 


Wir betrachten die Ausgabe eines einfachen QBASIC-Programms für die Berechnung der 
Differenz 2 — x bei einfacher Genauigkeit («7 geltende Ziffern) und bei doppelter Genauig¬ 
keit («15 geltende Ziffern). 


Berechnung der Differenz 2 - x 


x 

1.9 

1.99 

1.999 

1.9999 

1.99999 


exakt 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 


einfachgenau 

.1 

9.99999E-03 
1.000047E-03 
1.000166E-04 
1.0013 58E-05 


doppeltgenau 
.1000000000000001 
1.OOOÖOOOOOOOOOOlD-02 
9.999999999998899D-04 
9.999999999998899D-05 
1.000000000006551D-05 


Wir sehen, daß selbst bei dieser einfachen Rechnung „Phantasieziffern“ auftreten. Schuld 
daran ist die Genauigkeit, mit der ein in binärer Verschlüsselung (Abschnitt 3.2) arbeitender 
Rechner Dezimalzahlen speichern kann. 

Fehler dieser Art werden als Rundungs-, Verschlüsselungs- oder Kodierungsfehler bezeichnet. 
Im 4. Jahrgang werden Sie lernen, wie man ein Maß für die Größe dieser Fehler findet. 


Ziehen Sie aus diesen kurzen Ausführungen die wichtige Lehre: 


Beim Rechnen mit dem Computer sind Rechnungen mit Dezimalzahlen im allgemeinen 

fehlerbehaftet! 


Ferner müssen Sie als künftiger Techniker immer berücksichtigen: 

Ergebnisse von Berechnungen müssen mit einer sinnvollen, also dem Problem entspre¬ 
chenden Genauigkeit angegeben werden. 


Zu „genau“ kann falsch und teuer sein. 

Wenn Sie für eine Welle d = (40 ± 0,0005) mm angeben, so ist deren Fertigung teurer 
als bei <7 = (40± 0,5) mm. 

Zu „ungenau“ kann falsch und daher unbrauchbar und teuer sein. 

Im Jahre 1964 leitete ich ein Rechenzentrum für technische Berechnungen. Wir er¬ 
hielten den Auftrag die geometrischen Abmessungen von Eisenbahnwechseln für 
v = 300 km/h zu berechnen. 

Als Übergangsbogen kann man bei dieser Geschwindigkeit nicht mehr kubische Para¬ 
beln verwenden; man muß mit Klotoiden arbeiten. Wir erstellten ein Programm für 
unsere ZUSE Z23, die mit neunstelliger Genauigkeit arbeitete. 

Das Ergebnis war unbrauchbar. Wir erhielten für viele Konstellationen die gleichen 
Ergebnisse. 

Es blieb uns nichts anderes übrig, als ein Programm für das Rechnen mit doppelter 
Genauigkeit zu erstellen, das uns dann sinnvolle Ergebnisse lieferte. 

Erkenntnis: Manchmal muß man, um Ergebnisse mit vier geltenden Ziffern zu erhalten, die 
Zwischenrechnungen mit doppelter Genauigkeit durchführen. 

In diesem Abschnitt 1.3 wurden viele Fragen angeschnitten, die Sie erst in einem höheren 
Jahrgang beantworten können. 



2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Regeln für das Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von Potenzen mit ganzzahligen 
Exponenten anwenden; 

■ die Graphen der Potenzfunktionen y~x n (n eN) skizzieren und die charakteristischen 
Merkmale angeben; 

■ die Graphen der Funktionen y = ax n (a e IR, n e IM) skizzieren und den Einfluß des Koeffizien¬ 
ten a auf den Kurvenverlauf angeben; 

■ die Graphen der Potenzfunktionen y — x~" (n e N*) skizzieren und die charakteristischen 
Merkmale angeben; 

■ den Begriff ][ä (/ieN*;ae IRq 4 ") erklären; 

■ die Begriffe Wurzelexponent und Radikand erklären; 

■ Wurzelterme als Potenzen mit rationalen Exponenten darstellen; 

■ Potenzen mit rationalen Exponenten als Wurzelterme darstellen; 

■ Wurzelterme addieren und subtrahieren; 

■ Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten multiplizieren und dividieren; 

■ die Nenner von Brüchen der Form -i bzw.- 7 — rational machen; 

1 !a a + ]/a 

m die Regeln für das Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von Potenzen mit rationalen 
Exponenten anwenden; 

■ Potenzen mit reellen Exponenten erklären; 

■ die Graphen der Wurzelfunktionen y — ]fx und y — ]fx skizzieren; 

■ die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelfunktionen y = j/x (n e N a n > 2) an¬ 
geben; 

■ einfache Wurzelgleichungen, die sich auf lineare Gleichungen zurückführen lassen, lösen; 

■ den Begriff Binomialkoeffizient erklären; 

■ die Symbole n \ und anwenden; 

■ den Binomischen Lehrsatz und die Näherungsformel (1 + x)" « 1 + nx für | n • x | < 1 und n eN 
anwenden. 


2.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten 

Um einfache Rechenvorschriften zu erhalten, definierten wir in Band 1: 

a - ” = — (a = 1 = 0) a° - 1 {a =1= 0) 

a " 


Damit hat a" für a e IR \ {0} und ne Z folgende Bedeutungen: 



a -a • . . 

. a ( n Faktoren), 

wenn n >2 ist 


a 

, 

wenn n = 1 ist 


1 

, 

wenn n = 0 a a 4=0 ist 

a"= ' 

1 

a 

1 

- (|n| Faktoren 

wenn « = — 1 a a 4=0 ist 

im Nenner), 


a a ■ . . 

. a 

wenn« e Z“ a a =1=0 ist 
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2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


Wir können nun schreiben 



2.2 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten 


Die Funktionen y = a ■ x" (a e IR, x e R, n eZ) heißen Potenzfunktionen. 

Die Graphen von y = a x"(n>2) heißen Parabeln n-ter Ordnung 1 . 

Die Graphen von y = a • x~ n (n e N*) heißen Hyperbeln (n + l)-ter Ordnung. 


Wir betrachten zunächst die Potenzfunktionen mit a = 1 und n=£0. 


Gerade Potenzfunktionen 

f{-x)=f(x) 

Die Graphen verlaufen im 1. und 2. Qua¬ 
dranten; sie gehen durch (0|0), (111), 
(-1H). 

a) y = x 2n (n e i\J*) 



/ steigt in 1R + streng monoton. 
/ fällt in R - streng monoton. 


Ungerade Potenzfunktionen 

/(-*)= -fix) 

Die Graphen verlaufen im 1. und 3. Qua¬ 
dranten; sie gehen durch (0|0), (111), 
(- 1 |- 1 ). 

a) y = \ 2n + l (n G N) 



/ steigt in R streng monoton. 


Eine Kurve «-ter Ordnung wird von einer Geraden in höchstens n Punkten geschnitten. 
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Die x-Achse ist Tangente im Berührungs¬ 
punkt (010). 


Die x-Achse ist für y — x 3 , y = x 5 , ... 
Wendetangente im Berührungspunkt (0|0). 
Dieser wird bei y = x 3 als Wendepunkt, bei 
y = x 5 , ... als Wendeflachpunkt be¬ 

zeichnet. 


Je größer der Exponent n wird, um so mehr nähern sich die Graphen dem rot einge¬ 
zeichneten Grenzgraphen. 


b) y = x 2n (n e l%J*) 


b) y = x -(2n + l) (jj e |^|) 



/ fällt in R + streng monoton. 
/ steigt in U~ streng monoton. 



/ist für x = 0 nicht definiert. 

Beide Koordinatenachsen sind Asymptoten. 


c) Potenzfunktion y = x° 


Durch x°=l (x=t=0) ist x für alle reellen x außer x = 0 
definiert. 

Folglich gilt für y = x°: D = (R\{0} 

Man sagt: 

y = x° hat an der Stelle 0 eine Lücke. 

^={i} 


y 

i 

y=x° 



O 

' i 

. C\J 

1 

1 2 x 


y = x° hat keine Nullstelle und ist eine gerade Funktion. 


Der Graph der Funktion y = x° ist die parallel zur x-Achse im Abstand -1-1 verlaufende 
Gerade, die im Punkt (011) unterbrochen ist. 

Beachten Sie: 

Die Funktion y = 1 hat keine Lücke, stimmt aber sonst überall mit j> = x° überein. 
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2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


Zusammenfassung über y = x n (« eZ) 



n 

gerade 

>0 

ungerade 

n * 

gerade 

CO 

ungerade 

n =0 

Definitionsmenge 

R 

R 

R\{0} 

R\{0} 

R \ {0} 

Wertemenge 

K 

R 

R + 

R\{0} 

{1} 

Graph 

Parabel 

Hyperbel 

Gerade 

Fixwerte 

0, 1 

- 1 , 0 , 1 

1 

- 1 , 1 

1 

symmetrisch bezüglich 

y-Achse 

Ursprung 

y -Achse 

Ursprung 

y-Achse 

streng monoton wachsend 

R 0 + 

R 

IR- 



streng monoton fallend 

R 0 



IR-, !R + 


gemeinsame Punkte 

(-1H) 

(0|0) 

OH) 

(-H-1) 

(0|0) 

(1|1) 

(-1U) 

(1|1) 

(-H-1) 

(111) 


Asymptoten 



x-Achse 

y-Achse 

x-Achse 

y-Achse 



Wir wollen untersuchen, wie sich die Formvariable a in y = a ■ x" auswirkt. 
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I«I>1 

Der Graph von y — a ■ x" wird in Richtung der ^-Achse gestreckt. 

0<a <1 

Der Graph von y = a • x" wird in Richtung der ^-Achse gestaucht. 
Wenn a <0 ist, wird zusätzlich an der jc-Achse gespiegelt. 


AUFGABEN 

2.01 Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen: 

a) >>= -x 3 ; D = [- 2; +2] b) >; = |x 3 ; £>=[-!; +3] 


2.02 Wie kann man sich 

a) y = 2x 3 


b) - v 


c) >' = 


aus der kubischen Grundparabel entstanden denken? 


2.3 Wurzeln 


Erklärungen 


Wir führten die Subtraktion als Umkehrung der Addition und die Division als Umkehrung 
der Multiplikation ein. 

Beim Potenzieren gilt kein kommutatives Gesetz, es ist im allgemeinen a b 4= b a . Daher gibt es 
zwei Umkehrungen: 

1. das Wurzelziehen oder Radizieren 1 , 

2. das Logarithmieren 2 . 

Beim Wurzelziehen besteht die Aufgabe darin, zu einem gegebenen Potenzwert bei ge¬ 
gebenem Exponenten die zugehörige Grundzahl zu bestimmen. 

a ) x 2 = a o x = Yö b) x 3 = a <=> x = Ya c) x" = a o x = Yä 



1. l/25" = 5 ][m = 4 1^625 = 5 yo.00001 = 0,1 


1 radix (lat.) = Wurzel 

2 Abschnitt 4 
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2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


2. 1 / — 8 hat nach obiger Definition keinen Sinn! 

Die Lösungsgleichung von x 3 = — 8 darf daher nicht x = ]/ — 8 geschrieben werden. 
Man schreibt: x = — j/8~. 

Wir haben das Wurzelziehen als eine Umkehrung des Potenzierens kennengelernt. Dabei 
liegt die Frage nach den Beziehungen zwischen Potenzexponenten und Wurzelexponenten 
nahe. 


„ p_ „ JL 

j/ö^ = a" (a e R + ; p , ne N*) Sonderfall: ][a = a" 


Daß diese Definition sinnvoll ist, kann man aus folgenden Überlegungen leicht erkennen: 



x = ]fä^=a 2 x 2 = (l^) 2 = (<? 2 ) = fl 3 


Durch diese Festsetzung und durch a~" = — (a#=0) ist die Potenz a" für alle rationalen 
Werte von n definiert. 


Ohne Beweis geben wir an: 


Für Potenzen mit rationalen Exponenten gelten dieselben Rechenregeln wie für 
Potenzen mit ganzzahligen Exponenten. 


BEISPIEL 


3. 


Wenn ein Taschenrechner keine Wurzeltaste hat, dann berechnet man ]fä mittels a". 
Z. B.: x = yiOOO 1000 


0 

6 

\/x 

H 


= 2.15443469 


In vielen Programmiersprachen berechnet man x = yiOOO durch die Anweisung 

x = 1000 A (1/6). 


AUFGABEN 

2.03 Berechnen Sie auf 5 Dezimalstellen mit dem Taschenrechner 


a) 1/135" 

b) 1/875” 

c) Vo,084 

d) yo,840 

e) y0,0084 

0 1035" 

g) }^75 

h) ]/0,084 

i) y0,840 

j) y0,0084 

k) 1/Ö35” 

1) 1/875" 

m) y 0,084 

n) V0,840 

10 ( - 

0 ) y0,0084 
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Beachten Sie: 

• # f 

Die Beschränkung auf nichtnegative Radikanden entspricht unter anderem auch den Erfor¬ 
dernissen der Praxis 1 . 

Aus der Definitionsgleichung ist ersichtlich, daß eine Zahl ungeändert bleibt, wenn man sie 
mit derselben Zahl radiziert und potenziert. 


Aus yö" =. 


x" = a für neN*; a, x e IR 0 + folgt: 


yä" = a 

Potenzieren und Wurzelziehen sind zueinander inverse Rechenoperationen. 


(« e N*; a e tR 0 + ) 


AUFGABEN 

2.04 Wie lang sind die Seiten eines Quadrats, dessen Flächeninhalt 
a) 196 cm 2 b) 0,225 m 2 c) 

d) 0,1 ha e) 4-10 -3 m 2 f) 

2.05 Wie lang sind die Kanten eines Würfels, dessen Rauminhalt 
a) 0,1 dm 3 b) 12,5 cm 3 c) 

d) 6,72 1 e) 25,3 hl f) 

2.06 Wie lang sind die Seiten eines Quadrats, dessen Diagonalen 
a) 4,32 m b) 0,632 dm c) 

2.07 Wie groß ist der Rauminhalt eines Würfels, dessen Oberfläche 
a) 6,7 dm 2 b) 0,67 m 2 c) 

2.08 Wie groß ist die Oberfläche eines Würfels, dessen Rauminhalt 
a) 5,32 dm 3 b) 0,0123 m 3 c) 


2.09 Stellen Sie 
a) fl 


b) fr 


is dm2 

62 1 0 3 cm 2 

beträgt? 

33,5 m 3 

732 cm 3 

beträgt? 

132 cm 

lang sind? 

0,0782 m 2 

beträgt? 

462 cm 3 

beträgt? 

]/53 

und des Kathetensatzes 


dar. 


4.10 Schreiben Sie als Potenz mit rationalem Exponenten: 
a) 1/5" b) c) 

o \b 


e) fz 

'>yi 


j) Vs 


g) ]fx F 


k) 


Y- 


x 2 + y 2 


d) ]/y 
h> 1/7 

11 


« r- — ltlX 

1 Computer berechnen ]/x mittels des Terms e" , der nur für positive x definiert ist. 
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2.11 Schreiben Sie mit dem Wurzelzeichen: 


a) 2 3 

b) 36 2 

C) ^ 

d) 8 6 

e) fl 4 

1 

f) 3 b 2 

5 

1 

g) (3 b) 2 

3 

hi {hf 

-7 

i) ~T 

b J 

1 

j> 4 

c 4 

k) , 

') -A- 

m) 3 x 6 

n) (5x )“ 2 

0 ) 3 (x + y) 


( 2*) 3 


2x 5 


Addition und Subtraktion von Wurzeln 1 

3 2--L 11 

Ausdrücke wie |/fl” + Yä — a 2 + fl 3 ; Ya + Yb = a 2 + b 1 lassen sich nicht weiter verein¬ 
fachen. 


Nur gleichartige Wurzeln (gleiche Radikanden und gleiche Wurzelexponenten) lassen 
sich beim Addieren oder Subtrahieren zusammenfassen. 


BEISPIELE 

1. 1/2 +5y? —3l/T = 3l/2 2. + 5V2 -( 4 y2 -6fc) = 7fc + V2 


AUFGABEN 

2.12 Fassen Sie zusammen: 

a) 41/5"- 51/5“ + 31/5~ b) 10]/TT — ]/lT 

d) + 2]ß e) 5 • 7 2 — 3 • 7 2 


c) 6]/5" — «l/F + 31/F 
1 1 
f) 13 x 5 - 15 x 5 


Multiplikation und Division von Wurzeln mit gleichen 
Wurzelexponenten 


I/25"-1/4 = 


J5 -2 = 10 
{]/lÖÖ = 10 


1ÜL_ 
W = 



f 5 • 2 = 10 

\l 00 7 = 10 



i 'fi-Yb = f^b 

i t-.ft-Yi 


(fl, 6 g R 0 + ; n g N*) 

(fl g R 0 + ; b g IR + ; « g N*) 


Die Variablen stehen für solche Zahlen, bei denen Wurzelexponenten aus N*, Radikanden immer 
positiv und auftretende Nenner immer von Null verschieden sind. 
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Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten werden multipliziert (bzw. dividiert), indem 
aus dem Produkt (bzw. Quotienten) der Radikanden die Wurzel gezogen wird. 

Umgekehrt gilt: ][ab = |/a~ -][b 

Die Wurzel aus einem Produkt ist gleich dem Produkt der Wurzeln aus den Faktoren. 
Die Wurzel aus einem Bruch ist gleich dem Quotienten aus den Wurzeln aus Zähler und 
Nenner. 

Sonderfälle der obigen Regeln sind das teilweise Wurzelziehen und das Unter-die-Wurzel- 
Bringen eines vor einem Wurzelzeichen stehenden Faktors (Umformen von a •] fb in i£)• 

Teilweises oder partielles Wurzelziehen: 

1 1a"b = ] fa" •/£" = a^b ( a , b e R 0 + ; n e N*) 

Ein vor dem Wurzelzeichen stehender Faktor ist unter das Wurzelzeichen zu bringen: 

a^b = ]/a"b ( a , b e R 0 + ; n e N*) 



BEISPIELE 

1. l/3~ 1/27 = y§T = 9 2. 3 £> 5 c Yäb^c 7 = Yä^b r c r = a 2 b a c“ 


3. 


= 5 4. 

= 1/7/ 

= x y 

5. 

l/§" = |/4 7 2 = 2 ]/2 

6. 

(N 

II 

II 


7. 

iff = |/2 2 • 7 = l/28~ 

8. 

«yir-pf-i 

1 a 2 b 2 = ]/( ö 6) 2 

AUFGABEN 




2.13 

Vereinfachen Sie die folgenden Produkte 




a> fi • yri” 

b) 1/7 -1/63" 

c) l/45~ - 1 / 5 “ 

d) V18a 2 -yi" 


e) 1/8" -ffl 

0 fg 7 'fg 7 

g) 

h) 1^25" • ^ 5 " 


i) |/9 a 4 b 5 -1/3 a 2 b 

j) 1 / 9 ^ 7 -l/3^r 

! k) 1/8 r 5 s 3 - 

1) 1/8 Z 4 • 5 3 ‘1/4z5 2 

2.14 

Vereinfachen Sie die folgenden Quotienten: 



»>V¥ 





x 1 /1000 
e) f 5832 

O 

1 1 

‘•w 

h ) 

yy+7 
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2.15 Ziehen Sie soweit wie möglich die Wurzel: 



a) 1/77 

b) 1/88 

c) fÄ5 

d) fm 

e) 1/48" 

f) 1/75 

g) ]fss 

h) ^40 

i) lfm 

j) füfw 

k) ff 

1 ) ]/m 2 n‘ 

m)^ 

n) ]/54 a 5 b 4 

o) ff 

P) 1 fS2x> 


Führen Sie die angegebenen Rechnungen durch und vereinfachen Sie das Ergebnis: 

a) 1/lcT • 1/5Ö" © 1/2ÖÖ ■ ]/2Ö c) )7 • |^6 6) ißl ■ l7T 

e) 1/3 a • ]/6iT (ß fx • g) ff • ]/3r 2 /It) fTäb ■ ]/21 a 2 6 

i) (]/2 - 1)1/2 (1/75" - l/48")l/3" k) (5l/F + 6) { 2^3 - 4)$ (fc - l))7 

)(l/x+3x)(4l/jc-2x) n) (41/Ä - 5fP) 2 $ (2l/ä + 3l/&) 2 

Bringen Sie den vor der Wurzel stehenden Faktor unter die Wurzel. 


a) 51/3" 

@317 

c) 


51/07 

e) xfx 

fp xyf 

g) a 2 bfb 

3 

lafiä 

% 2(7 

j) 317 

/fc) a 2 b][b 

i) 

lafü 

m )(l - 

f\ + X 
\-X 

’><'-'»i fff 



Beweisen Sie den Satz: Ya -^b = 

]/a ■ b 




2.Bl 

2.B2 Beweisen Sie den Satz 


1/L _ ifjL 

n = ]/b 


Rationalmachen des Nenners eines Bruchs 

Wie man den Nenner eines Bruchs rational macht, zeigen die folgenden 


BEISPIELE 

i 1/7 


i. 


1/7" fi' -ff _L 


1 _ 1 v * 7 _ i/iL 


1 


3 - 21/7 

Der Nenner ist ein Binom und enthält eine Quadratwurzel. Wir erweitern mit dem 
konjugierten (zugeordneten) Binom 3 + 2][2 und erhalten: 

1 _ 3 + 21/7 _ 3 + 21/7 

3 - 21/7 ~~ (3 - 21/7) (3 + 21/7) ” 9 


= 3 + 21/7 


Wir benützen die Formel (A 4- B) (A — B) = A 2 — B 2 
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4(V7 - VF) _ 4(1/7 - 1/3) wy ^ 

+yr)(Vr -vf) - 7-3 -n_E 

ist zu berechnen (a > 0 a b > 0 a a =1= b). 


+ (VF + VF) (VF — VF) 

1 

yä-y* 

i _ ]F + y& _ VF + VF 

VF - VF (VF - i/F) (VF + VF) g-b 


6. Bei der numerischen Auswertung von Termen ist bei Differenzen kleiner Zahlen 
höchste Vorsicht geboten! 

Statt y = ]/l + x — l/l — jc für x < 1 

rechnet man besser v = 7- . 

yi + jc + 1/1 - x 


Bei siebenstelliger Genauigkeit erhalten wir: 



x= IO' 3 

JC = 10- 4 

x= 10- 5 

j' = j/l + x — ]/l — X 

9,99868 • IO" 4 

1,00017 • IO' 4 

1,00732 • IO' 5 

2x 

J l/TT7 + l/T^7 

1 ■ 10- 3 

1•IO" 4 

1•IO" 5 


Bei 13stelliger Rechnung erhalten wir für beide Terme jeweils denselben Wert, näm¬ 
lich 0,0010000001 und 0,0001 und 0,00001. 


AUFGABEN 

Machen Sie den Nenner rational: 


1 


2.18 a) y=r 
1,9 •> # 


2.20 a) 


2a 
1/4 a 2 




b) 


b) 


VFF 

w 

2x 

VbTF 


c) ^ 


‘>w 


4a 

e) W 


2.21 a) 


2.22 a) 


V-cc, 

} iF-y^ 

yj+1 

hY ° 

yj-i 

l ra+b 



y^ + 1/7 
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Potenzieren von Wurzeln, Radizieren von Potenzen 

/ 1 \3 3 

(]/5 ) 3 = 1/5 -1/5 -1/5 =]/5 -5 -5 = ]/5 3 

(yü*) = =]/a 2 -ö 2 = yü* 

(M=y) 2 =a T 

Für alle a e R 0 + und r, t gN gilt: 

(l/ö") = a = 1 Tä' = a rt — 

1 £ 

II 

BEISPIELE 

1. (l/2~) 3 = l/8~ 2. (fc)’ = \25 

3. =12 



Die Reihenfolge des Radizierens ist beliebig. 


AUFGABEN 



Fassen Sie die Wurzeln zusammen: 


2.27 

a) ]/fir 

b) 


c) 

vfi 7 

d) 


e) 


2.28 


b) 


c) 

Vß 

d) 


e) 


2.29 

a) i/yr 

b) 


c) 

Y4W 

d) 

y^i/4^ 

e) 


2.B3 

Beweisen Sie 

den Satz: (l/ö^) = 

a' 






2.B4 

Beweisen Sie 

den Satz: (|/|/FF ) 

= a' 
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Multiplikation und Division ungleichnamiger Wurzeln 


Bei Aufgaben wie |/2~ • ][2 wandelt man die Wurzelterme in Potenzterme um und wendet 
dann die Rechengesetze für Potenzen an. 


Man rechnet also: 


3 1 1 1+1 

J /2 - 1/2 = 2 2 - 2 3 = 2 2 3 



BEISPIELE 

5,- - 2. _L J_ + ^. JL 10,- 

1. 1/^-1^ = x 5 -x 2 =x 10 10 = x ,0 =|^ 


AUFGABEN 


2.30 

Bringen Sie auf gleichen Wurzelexponenten: 





a) fl; fr 

b) 1/5"; fr 

c) |/x; ]/2 x 

d) 1/2 a 2 

e) 

4 ^ 5 /— 

Yä; ’Yä} 

2.31 

a )fr-fr 

b) yr -fr 

c) 41/5" - 3 fr 

0 fr-fr 

e) 

]fä^ -]fä 

2.32 

a) Yz •}[z* 

b) fr 7 -fr 

c) 1/2 -frä 

^d) fr -fr 3 " 

e) 

4 - 6 - 

1 / 7 - 1 /fr 

2.33 

.,4 

1 

2 7 

b) — 

«»4 fr 

12 /- 

-) P 

e) 

fr 

4 



2 2 

^ w 

Vs 



2.34 

3 ) 3 


4 n 


e) 

1/a 2 b 

3 


yr 

W 




lob 1 

2.35 

Was ist größer: 

: fr oder fr? 




2.36 

Ordnen Sie der 

• Größe nach: 

1/2Ö, fr und 

frö 



2.37 

Ist früT: fr" 

= 3 eine wahre Aussage? 





Geschichtliche Bemerkungen 

Schon der mittelalterliche kirchliche Mathematiker Nicole Oresme (1323 — 1382, Bischof von Lisieux in 
der Normandie) verwendete rationale Exponenten. Er schuf auch Grundbegriffe der Koordinatengeo¬ 
metrie. 

Die Bezeichnung Exponent stammt von Michael Stifel (1487 — 1567). 

Gerard Desargues (1591 — 1661, Architekt aus Lyon) und Isaac Newton (1643 —1727) 1 verwendeten be¬ 
reits Variablen als Exponenten. 


Wir merken uns: 1642 Galilei t, 1643 Newton * 
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2.4 Potenzen mit reellen Exponenten 

Wir haben zunächst Potenzen mit natürlichen Exponenten und dann Potenzen mit ratio¬ 
nalen Exponenten betrachtet. 

► Man kann den Potenzbegriff auch auf irrationale Exponenten erweitern. 

y2~ liegt zwischen 1 und 2 und damit 3*^ zwischen 3 1 und 3 2 . Wenn man das Intervall für ][2 
kleiner wählt, so wird auch das Intervall für 3 1 ' 2 enger. 

Es gilt: 1,41 < 1/2 < 1,42 3 1 - 41 < 3^ < 3 1 ’ 42 

1,414 < 1/2 < 1,415 3 1,414 < 3^ < 3 1,415 

usw. 


^ Die Potenzgesetze gelten auch für Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten und 
positiven Basen. 


Ya mit n e R\{0} und a e Uq sei jene nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist. 

n .— — 

Zusatzdefinition: ]] a = a" a> 0 a «4=0 


2.5 Wurzelfunktionen 


Weil die Funktion: y = x" (n e N*) in [Rq“ streng monoton wachsend ist, existiert die 
Umkehrfunktion y = ][x (x e IR 0 + , n e N*), die man Wurzelfunktion nennt. 

Die Graphen der beiden Funktionen liegen symmetrisch bezüglich der Geraden y = x. 
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Jede Funktion y = fx (n e N* a n > 2) hat folgende Eigenschaften: 

1. Es ist D = R 0 + und W = 1R 0 + . 

2. Sie ist streng monoton wachsend: x^< x 2 => j/x7 < j/x^. 

3. 0 ist die einzige Nullstelle. 

4. 0 und 1 sind Fixwerte. 

5. Der Graph von y = Yx enthält die Punkte (010) und (111). 

6. Die j;-Achse ist Tangente des Graphen in O (010). 

7. Je größer n ist, um so mehr nähert sich die Gestalt der Kurve der Gestalt des Grenz¬ 
graphen. 


AUFGABEN 

Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen: 


II 

£> = {x|0<x<5} 

y = f\^\ 

D = {x\—4<x<4) 

Ü 

II 

D = {x|0<x<10} 

y=-fz 

D = {z|0<z<10} 

y-fß 

D = {«| 0 < u < 10} 

JP = Vl or - 5 | 

D = {a\ -6 < a < 10} 


2.41 Wie lautet die Umkehrfunktion zu: 


4 

a) y = ]/x 


b) y* 


1 


c) y = yfs 


Zeichnen Sie die Graphen dieser Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen in einem 
selbstgewählten Definitionsbereich. 


2.6 Wurzelgleichungen 


Eine Gleichung mit Wurzeln, in deren Radikanden die Gleichungsvariable vorkommt, 
nennt man eine Wurzelgleichung. 


Bei der Ermittlung der Definitionsmenge D G einer Wurzelgleichung ist zu berücksichtigen: 

■ Die Radikanden der auftretenden Wurzeln dürfen nur nichtnegative Werte annehmen. 

■ Die Definitionsmenge einer Wurzelgleichung ist die Durchschnittsmenge der Definitions¬ 
mengen der einzelnen Terme. 

Bei der Ermittlung der Lösungen muß berücksichtigt werden, daß das Quadrieren einer Glei¬ 
chung (Quadrieren des Linksterms und des Rechtsterms) im allgemeinen keine Äquivalenz¬ 
umformung ist. 

x 2 = a 2 o x = a gilt nur, wenn x, a e R + oder x, a s R ~ ist. 
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Bei Wurzelgleichungen muß überprüft werden, ob die Lösungen der zuletzt angeschrie¬ 
benen Gleichung auch die ursprünglich gegebene Gleichung erfüllen. 


BEISPIELE 1 


1 . 


2 . 


Die Gleichung ][x = 2 ist zu lösen. 

Durch Quadrieren erhalten wir 2 : x = 4. 
Probe: L(4) = ]/4 = 2 = R(4); L(4) = R(4) 

ist eine wahre Aussage. 

Es ist somit: x = 4; L G ={4} 


Die Definitionsmenge und die Lösungs¬ 
menge von ]/x + 3 —3 = 0 sind zu ermit¬ 
teln. 

Es ist D (l/jcTT) = {x | x > — 3 } und 
Z)( - 3) = R. 

Somit ist die Definitionsmenge 
D a = {x| x e R a x > -3}. 

Nun wird 1/jc + 3 durch die 
Äquivalenzumformung +3 isoliert: 



y* + 3 =3 


und diese Gleichung quadriert: 


* + 3 =9 

x = 6 Probe: L(6) = ]/6 + 3 - 3 = 3- 3 = 0 = R(6) 

Somit gilt: x = 6; L G = {6} 


3. 


Die Gleichung 4 + ]/x + 11 = 0 ist in IR zu lösen. 

Es ist leicht zu erkennen, daß diese Gleichung keine Lösung hat. 

Es ist vereinbarungsgemäß ]/x + 11 > 0. 

Somit muß 4 + ]/x + 11 > 4 sein, was der Angabe widerspricht. L G = { } 


Wenn 4 -I- ]/x -I- 11 = 0 versehentlich formal, also ohne Rücksicht auf die Beschaffen¬ 
heit der Wertemenge, behandelt wird, so erhält man: 


|/jc + 11= -4 
jc -h 11 = 16 
x = 5 

Probe: 

L(5) = 4 + ]/l6" = 8 
R(5) = 0 

L(5) * R(5) 

Lo = {.} 



1 Die Zeichnungen dienen zur Veranschaulichung der Definitionsmenge der einzelnen Terme und der 
Lösungsmenge der jeweiligen Gleichung. 

2 Definition: fä = b o b 2 = a für a, b e Uq~ 
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Es ist D (4) = R, D (]/x + 11) = {x | x > —11} und somit D G = {x \ x > —11}. 


4. 


]/a: — 1 + ]/x + 6 = 7 ist in R zu lösen. 
1 /a: — 1 + ]/x + 6 =7 

I/aTö =7-l^T 
x + 6 = 49 + x - 1 - 141 /a: — 1 
14 ]/x — 1 =42 
x- 1 =9 
x = 10 


umformen! 
quadrieren! 
Wurzelglied isolieren 
| : 14 und quadrieren 


Probe. L(10) 3 + 4 ^ | L(10) = R(10) ist eine wahre Aussage. 

Somit ist: x = 10; L G = {10} 


5. Die Gleichung ]/x — 10 + ]/x + 10 = ijx — 1 ist zu lösen. 


1/x- 10 + }/x + 10 = 2]/x — 1 
x - 10 + x + 10 + 2]/x 2 - 100 = 4x - 4 

]/x 2 — 100 = x — 2 
*2 _ ioo = x 2 - 4x + 4 
4x = 104 
x = 26 

Probe: L(26) = 4 + 6 = 10 j L ( 26 ) = R(26) 
R(26) = 2 • 5 = 10 J v 7 v ' 

Somit gilt: x = 26; L G = {26} 


quadrieren! 

Wurzelglied isolieren 
und durch 2 dividieren! 
quadrieren! 
x isolieren! 


AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Gleichungen. 

2.42 

a) 

]fx = 21 


b) 

yjx =9 


c) ]/x = 5 

2.43 

a) 

3 r - 

]/2x = 2 


b) 

Vx + 3 = 51 


c) 2 4- ]/x = 4 

2.44 

a) 

fx + 2 = 

7 

b) 

1 

II 


c) 3 + yx-5 = 8 

2.45 

a) 

13 + 5 ]fx 

-2 =13 



b) 

2~yx-3 =0 

2.46 

a) 

]/2x — 5 

= 1 


/iij 

b) 

5yx-3 =3y2x+l 

2.47 

a) 

5V* + 7 

= 6yx-4 



b) 

4y2x + ll =5y3x-5 

2.48 

a) 

5l/4x-8 

= 6l/2x + 

3 


TbV 

yx-9 — l/x + 1 = 0 

2.49 

a) 

1/x+ 9 - 

y^=i 



b) 

yx + 7 = i+i/x 

2.50 

a) 

1/x + 12 = 

= 2 + 1/^ 



b) 

9 - y3x-2 =y3x + 7 
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2.51 

2.52 

2.53 


a) 1/2 (jc 4- 4) + l/2x+ 1 = 7 
a) ]/7x + 8 = 1/7x- 20 + 2 
a) 1/x + 15 — 1/x + 6 = 1/x + 6 — 1/x — 1 


b) 1/3 x -h 1 + 2 = l/3x — 11 

b) |/x + 8 - l/4x-31 - Vx+ 1 = 0 

b) ]/x + 4 — 1/x — 4 = 1/x + 11 — ]/x — 1 


2.7 Potenzen von Binomen, Binomischer Lehrsatz 
Pascal-Dreieck 


In Band 1 sahen wir: 

(a + 6) 2 = a 2 + 2 a 6 -I- 6 2 (a — 6) 2 = fl 2 — 2 a6 + 6 2 

(fl + 6) 3 = fl 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 (fl — b) 3 = fl 3 — 3 fl 2 b + 3 ab 2 — b 3 

Man schreibt zusammenfassend: 



(a±b) 2 = a 2 ±2ab + b 2 
(fl ± b) 3 = fl 3 ± 3 fl 2 6 + 3 ab 2 ± b 3 
(fl ± b) 4 = fl 4 ± 4fl 3 6 + 6a 2 b 2 ± 4ab 3 + b 4 
(fl ± b) 5 = a 5 ± 5 a 4 b + 10 a 3 b 2 ± 10 a 2 b 3 + 5 ab 4 ± b 5 


Beweisen Sie 
die Richtigkeit 
dieser Formeln! 


Wir erkennen: 

1. Die Gliederanzahl der rechten Seite ist jeweils um 1 größer als der Exponent des Binoms. 

2. Die Exponenten von a sind fallend geordnet, jene von b sind steigend geordnet. 

3. Die Summe der Exponenten jedes Gliedes ist konstant, nämlich gleich dem Exponenten 
des Binoms. 

4. Die Koeffizienten des ersten und des letzten Gliedes sind 1. 

5. Die Koeffizienten des zweiten und des vorletzten Gliedes sind gleich dem Exponenten 
des Binoms. 

6. Ist das Binom eine Differenz, dann wechseln die Vorzeichen der Glieder. 


Die Koeffizienten der Glieder des entwickelten Binoms (fl 4- b) n nennt man 

Binomialkoeffizienten. 


Der französische Mathematiker Blaise Pascal (1623 — 1662) verdeutlichte die Gesetzmäßig¬ 
keit der Binomialkoeffizienten (n e N) durch das nach ihm benannte Pascal-Dreieck. 

(a + bf 1 

(a + bf 1-. ^1 

(,a + b ) 2 1^. J^2C^ /I 

(,a + b ) 3 1^. ^3<T ^1 

(a + b) 4 1^. ^3 4-C ^6-C^ J^4<^ ^-1 

(a + b) 5 1^ 

(a + bf 1 ^6^ 15^ ^20 15 6^ 1 

Jede Zeile beginnt und endet mit 1. 

Die anderen Koeffizienten sind jeweils die Summe der unmittelbar links und rechts dar¬ 
über stehenden Zahlen. 
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Mit Hilfe des Pascal-Dreiecks können wir Potenzen eines Binoms unmittelbar, ohne stufen¬ 
weise Herleitung, schreiben. 


Um (a + b) n als Formel schreiben zu können, betrachten wir noch einmal das Pascal 
Dreieck. 


Exponent 










k- te Stelle 

n= 0 





1 





k = 0 

n = 1 




1^ 


1 




k = 1 

n= 2 




1^^ 

7. 


1 



k = 2 

n = 3 



1^ 

3. 


3^ 

1 



k = 3 

n= 4 





6/ 


4 ^ 

1 


k = 4 

n = 5 

1/ 


5/ 

1> 


10^ 

5/ 


1 

k = 5 

n =6 V 


6^ 


15^^ 

20 ^ 


15^^ 

6^ 


1 Ä: = 6 


Der zur fc-ten Stelle von (a + b) n gehörige Binomialkoeffizient wird mit dem 
Euler-Symbol y \ bezeichnet. 


wird gelesen „n über k“. 


Leonhard Euler (1707—1783), genialer Schweizer Mathematiker, Physiker 
und Astronom. 

Ging 1727 nach St. Petersburg, 1741 nach Berlin, 1766 wieder nach St. Pe¬ 
tersburg; erblindete 1766; verfaßte mehr als 950 Abhandlungen, von denen 
über 200 erst nach seinem Tode bekannt wurden. 

Viele mathematische Begriffe und Sätze sind nach ihm benannt: 

Eulersche Zahl, Eulersche Formel, Eulersche Funktion, Eulersche Gerade, 
Eulersche Gleichung, Eulersche Kreiselgleichungen, Eulerscher Polyeder¬ 
satz, Eulersche Winkel, ... 



Z. B.: = 6 ist der Binomialkoeffizient von (a 4- b ) 4 an der (k = 2)-ten Stelle. 

Leicht ist zu erkennen: = 1 = n ( /? l) = W — 1. 

Die Binomialkoeffizienten für n = 3 bis «=30 und k = 15 sind in den Funktionen- und 
Zahlentafeln, 14. Aufl., auf der Seite 10 tabelliert. 


Viele Taschenrechner haben eine eigene Taste für die Berechnung von 
Beim TI-74 ist diese mit nCr bezeichnet. 

/4 


Man berechnet ( ) folgendermaßen: 4 


ix,y) 


nCr 


Nun können wir den Binomischen Lehrsatz als Formel schreiben: 
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2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


BEISPIELE 

1 . (r 4 - t ) 5 ist zu berechnen. 
Lösung: 


(r + t) 5 — 


r 5 + 


rU + 


r b t L + 


r L V + 


rr + 


Dem Pascal-Dreieck entnehmen wir die Koeffizienten 1, 5, 10, 10, 5, 1. 
(r + ;) 5 = r 5 + 5 r 4 1 + 10 r 3 1 2 + 10 r 2 / 3 + 5 rf 4 + f 5 


2. (3 x — 2 y) 4 ist zu berechnen. 

Lösung: 

(3x - 2y) 4 = • (3x ) 4 + ■ (3x ) 3 -(-2y)+ Q • (3x) 2 - ( - 2.y ) 2 

+ Qj-(3x)-(-2^) 2 +^j-(-2y) 4 

Dem Pascal-Dreieck entnehmen wir die Koeffizienten 1, 4, 6 , 4, 1. 
(3* - 2j ;) 4 = 81 jc 4 — 216xV + 216x 2 j; 2 - 96 xy 3 + 16/ 


AUFGABEN 
2.54 Berechnen Sie: 

a) (a + 2 b) 3 b) (2 - *) 3 c) (3x- 2y) 3 

e) (b — a) 4 0 (-g + 3/0 4 g)(2x-l) 5 


d) (a - b) 4 
h) ( — 1 + 2x) 5 


2.55 


Berechnen Sie mit dem Binomischen Lehrsatz: 

a) ( a 4- b ) 6 b) (x — y ) 7 c) (x + 3 / 3 d) (2 a — 3 6) 4 

e) die ersten 4 Glieder von {x — 3 ) 7 f) den Koeffizienten von z 5 in (z — 2 ) 9 


g) den Koeffizienten von y 3 in ^3.y + -yj 


2.56 Welche Beziehung folgt für a = b = 1 aus dem Binomischen Lehrsatz? 


Binomische Näherungsformel 

Für a = l und b=x nimmt der Binomische Lehrsatz folgende Form an: 

(1 + x)“ = 1 + (”)* + (^l )* 2 + ( M ” \) X "~' + X " 

Wenn | n -x\<] gilt * 1 , also nx eine dem Betrage nach sehr kleine Größe gegenüber 1 ist, so 
können die Glieder höherer Ordnung, also ^ ^3 j* 3 ’ ’ ’ ** vernac hlässigt werden, und es 

ergibt sich die folgende Näherungsformel, die auch für n e Q gilt. 

(1 + x) n » 1 4- nx \n-x\<\ 


< ist das mathematische Zeichen für „sehr klein gegen“. 

1 < 1000 bedeutet, daß 1 sehr klein gegen 1000 ist (1 ist von anderer Größenordnung als 1000). 

Was „sehr klein“ gegenüber 1 ist, geht jeweils aus der Aufgabenstellung hervor. 

Die Näherungsformel darf nur dann angewendet werden, wenn sie für das gegebene Problem Ergeb¬ 
nisse von genügender Genauigkeit liefert. 
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Für \n ■ x | 1 gilt somit: 

1 


j/l + X « 1 +yX 


j/T 


1 


(1 + X)" 


!l -yx 
1 — nx 


yi + x «i+ yx 
Vl -X « 1 - y* 


i . i 


yrr 


i/rn 


1/TT7 

1 


yrr^ 


»i+—x 
n 

* 1 x 
n 

« 1 - —je 

n 


BEISPIELE 

1. 1,054 5 ist näherungweise zu berechnen. 

Lö^wrtg: 1,054 5 = (1 + 0,054) 5 «1 + 5 ■ 0,054 = 1,270 


1,054 5 « 1,270 


2. 1/0,984 ist näherungsweise zu berechnen. 

Lösung: yo,984 = fl-0,016 « 1 + y • ( - 0,016) = 1 - 0,004 = 0,996 yo,984 ~ 0,996 

Wir vergleichen nun die mit Hilfe der Näherungsformel berechneten Werte mit 
genaueren Werten: 

1. 1,054 5 = 1,30 0 777 614 2. y0,984 = 0,995975 773 5 

3. Die Messung des Durchmessers einer Kugel ergab d = (20 ±0,1) mm. 

Wie genau kann das Volumen angegeben werden? 


Lösung: V=^-d 2 = -^(20 ± 0,1) 3 = 4'20 3 • (1 

OO 0 


• 0,005) 3 


7t • 8000 


(1 + 0,015) 


V = (4189 ±63) mm 3 


Beachten Sie, daß von der Maßzahl 4189 nur die erste Stelle sicher ist. Die zweite 
Stelle kann 1 oder 2 sein. Die dritte und vierte Ziffer sind völlig unsicher. 

Es ist daher unsinnig, bei Verwendung eines Taschenrechners wegen dessen großer 
Genauigkeit bei jeder Rechnung viele Stellen anzugeben! 

Probe: 

<7= 19,9 üf = 20,0 d = 20,1 

K=4126 F=4189 F=4252 


AUFGABEN 

Berechnen Sie mit Hilfe der Binomischen Näherungsformel: 


2.57 a) 1,06 4 

b) 1,07 5 

c) 0,972 6 

d) 0,984 5 

2.58 a) yi,021 

b) ]/l,085 

c) yo,972 

d) y0,943 

259 a > ök 

yo^5 

C) A 

yuo8 

3,2 

^ 5 /- 

yi,07 































42 


2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


zi-Fakultät 


Wir haben dem Pascal-Dreieck oder einer Tabelle entnommen. 
Wir wollen nun zeigen, wie man ( ) berechnet. 


Zunächst führen wir «! («-Fakultät) ein: 


Das Produkt der Zahlen 1, 2, 3, . .., n heißt «-Fakultät (oder /i-Faktorielle) und wird 
n ! geschrieben. 

«! = l- 2- 3- ...-« 

Zur bequemeren Schreibweise vieler Aufgaben sind folgende Zusatzdefinitionen zweck¬ 
mäßig: 

0 ! = 1 1 ! = 1 


Die Fakultäten bis 400! sind auf den Seiten 8 und 9 der Funktionen- und Zahlentafeln, 
14. Aufl., angegeben. 

Bei vielen Taschenrechnern ist n ! eine eingebaute Funktion. 

Für große Zahlen gilt folgende Näherungsformel: 

«!««"• e • ]/2 7 in (Stirling-Formel. 

Es ist n = 3,14159 ... und e = 2,71828 ...) 


BEISPIELE 

1. 5! = 1 -2*3 - 4-5 = 120 2. 6! = 5!-6 = 120-6 = 720 



ist folgendermaßen definiert: 


jn\ 

— 2)-.. 

'a' 

1 

+ 

für n, k e N* a k < n 

W 

1 • 2 • 3 • 

k 

0 

- 

0 

II 

für («, k) E N* a k > n 


BEISPIELE 


3. 


7-6-5 

1-2-3 


= 35 


4. 


7-6-5-4 _ / 7 \ 
1-2-3-4 [ 3 ) 


35 


Hinweis: Man schreibt zunächst den Nenner 

an: ———, dann über 1 die Zahl 7 usw. 1 
1-2-3 


5. 


9 • 8 • 7 • 6 • 5 
1-2-3-4-5 


= 126 


Die Binomialkoeffizienten können auch durch Fakultäten dargestellt werden: 


/7\ 7-6-5 7-6-5 4-3-2-1 7! 

(^3/ 1*2-3 “ 3! ‘ 4- 3 -2 • 1 ~ 3! 4! 


/5\ _ 5-4 3-2-1 _ 5! 

\2/ 1-2 3-2-1 2! 3! 


Der Zähler hat gleich viele Faktoren wie der Nenner. 
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s 


Allgemein gilt: 


_ m _ 

\k) Jc\(n — k)\ 


BEISPIEL 


6 . 



ist zu berechnen. 


Lösung: Die direkte Berechnung ist mühsam. 

Viele Taschenrechner schaffen diese Rechnung, die in der Praxis vorkommt nicht. 
Wir lösen daher die Aufgabe mit Hilfe der in den Funktionen- und Zahlentafeln 
angegebenen Fakultäten. 


/ 200 \ 200 ! 
^40/ 40!-160! 


7,88658 • 10 374 

8,15915 • 10 47 • 4,71472 • 10 284 


= 2,05016 • 10 42 


AUFGABEN 
Berechnen Sie: 


2.60 

2.61 

2.62 

2.63 

2.64 

2.65 

2.66 


a) 


_5!_ 

4! 


. 15! 

a) l3\ 


a) 


a) 


a) 


84! 

36! 

© 


(S) 

cd 


3’ 

b > 4! 


b) 


b) 


b) 


k\ 


(k + 2)\ 

127! 

125! 


«p 

«CD 


C) 


c) 


c) 


c) 


C) 


5! 

5 • 5! 

5! 

3! 2! 

179! 

69! 

(“) 

P 

CD 


d) 

d) 

d) 

d) 

d) 

d) 


Schreiben Sie unter Verwendung des Symbols ! als Summe an: 

--irW(’-irW))) 


9! 

3! 3! 

9! 

7! 2! 

150! 
70!•80! 



2.67 Berechnen Sie, so genau wie möglich, die Werte der in 2.66 angeführten Terme für das 
Argument 

a) 0,1 b) 0,5 c) 1 d) n/2 


2.B5 Beweisen Sie: 
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2. Potenz- und Wurzelfunktionen 


Beweis des Binomischen Lehrsatzes 

Im Abschnitt 5.3 des 1. Bandes haben wir zwei wichtige Beweisverfahren kennengelernt und 
diese öfters angewendet. 

Nun lernen wir ein weiteres Beweisverfahren, den Schluß von n auf n + 1, das Prinzip der 
vollständigen Induktion kennen (n e N*). 


Wenn eine Aussage von einer natürlichen Zahl abhängt und 

a) diese Aussage für n = 1 richtig ist und 

b) aus der vorausgesetzten Richtigkeit für n stets ihre Richtigkeit für n + 1 bewiesen 
werden kann, 

dann ist die Aussage für alle natürlichen Zahlen n richtig. 


Wir beweisen den Binomischen Lehrsatz mittels vollständiger Induktion. 

1. Schritt: 

Die Aussage ist für n = 1 richtig: 

(a + by = • a' 1 • b° + |jj • a° ■ 7? 1 = a + b 

2. Schritt: 

Die Formel ist für n richtig (Induktionsvoraussetzung), es gilt also: 


Zu beweisen ist: Die Formel gilt auch für den Exponenten n + 1. 
(a + 6)" + 1 = (a + b )" -{a + b) 



AUFGABEN 

2.B6 Leiten Sie den Binomischen Lehrsatz für (a — b)" her. 






3. Zahlensysteme 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ dekadische Zahlen als Summe von Vielfachen von Potenzen zur Basis 10 darstellen; 

■ Summen von Vielfachen von Potenzen mit der Basis 10 als dekadische Zahl darstellen; 

■ Dualzahlen als Summe von Vielfachen der Potenzen von 2 darstellen; 

■ dekadische Zahlen im dualen Zahlensystem darstellen; 

■ Dualzahlen im dekadischen Zahlensystem darstellen; 

■ Dualzahlen addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren; 

■ das hexadezimale Zahlensystem erklären. 


3.1 Dekadisches Zahlensystem 


Im täglichen Leben benützen wir das dezimale oder dekadische Zahlensystem mit den zehn 
Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Unser Zahlensystem gehört zu den positionellen Zahlensystemen, auch Stellenwertsysteme ge¬ 
nannt; für den Wert eines Zeichens ist nicht nur die Form, sondern auch die Stellung 1 inner¬ 
halb des Zahlenbildes entscheidend. Eine „4“ an erster Stelle von rechts (in einer ganzen 
Zahl) bedeutet „vier Einheiten“; eine „4“ an zweiter Stelle von rechts bedeutet „vierzig Ein¬ 
heiten“. 


Im dekadischen System (auch Zehnersystem genannt) wird jede Zahl als Summe von 
Vielfachen der Potenzen der Zahl 10 geschrieben: 


85439 = 8 • 10 4 + 5 • 10 3 + 4-10 2 + 3 • 10 1 + 9 • 10° 

1523,76 = 1 • 10 3 + 5 • 10 2 + 2-10 1 + 3 • 10° + 7 • 10 —1 + 6 * 10 —2 


Allgemein: 

z = z„ • 10" + z„_! -IO"“ 1 + . . . + z 2 -10 2 4- z, -10 1 + z 0 *10° 

+ Z_! -10 -1 + Z_2 • 10 ~ 2 + . . . + Z_ Jfc -10 ~ k 

Alle n und k bedeuten nichtnegative ganze Zahlen, die z, bedeuten jeweils eine der Ziffern 0, 
1, 2, ..., 9. 

Im Zehnersystem, wie auch in allen anderen positiven Zahlensystemen, können die Grund¬ 
rechnungen auf Additionen zurückgeführt oder aus ihnen zusammengesetzt werden. 


Position = Stellung innerhalb der Zahl, z. B.: Hunderterstelle. 

Ein Beispiel für ein nichtpositioneiles Zahlensystem ist das System der römischen Zahlen. 
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3. Zahlensysteme 


AUFGABEN 


Schreiben Sie als dekadische Zahlen: 

3.01 a) 5• 10 3 + 2 + 9 • 10 _3 + 4-10 -5 b) 6-10 2 + 7-10 + 8-10- 1 + 4-10- 2 

3.02 a) 9• 10 4 + 5• 10 2 + 6 + 7 -10 -2 b) 8-10 5 + 6-10 2 + 7 + 9-10 - 4 

3.03 a) 5-10 _2 + 6-10 _3 + 8-10 _4 + 9-10 _7 
b) 6 + 3• 10 _1 + 7 • 10 _2 + 4- IO -5 


Zerlegen Sie in Vielfache von Zehnerpotenzen: 


3.04 a) 1734 b) 963,704 

3.05 a) 0,008 5703 b) 6,400501 


c) 64002,72005 
c) 83 601,45207 


3.2 Dualsystem 


Die Wahl von zehn Zeichen zur Darstellung einer Zahl ist willkürlich, sie hängt wahrschein¬ 
lich mit den zehn Fingern der beiden Hände zusammen. Es kann jede natürliche Zahl >2 als 
Grundzahl eines Zahlensystems gewählt werden: 

z. B. Fünfersystem Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4 

(3 2 4 1) 5 = 3 • 5 3 + 2 • 5 2 + 4 • 5 1 + 1-5° 

= 3 • 125 + 2-25 + 4- 5 + 1 
= 446 


Oktalsystem (Achtersystem) Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
(3 7 4 1) 8 ^ 3-8 3 + 7-8 2 + 4-8 1 + 1-8° 

= 3-512 + 7-64 + 4-8 + 1 
= 2017 


Zwölfersystem Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, z, e 
(175,2 z) 12 ^ 1-12 2 + 7-12 1 + 5 • 12° + 2 • 12 ~ 1 + z ■ 12 ~ : 

n c ^ 10 

= 144 + 7-12 + 5+ — + — 


= 233 + 


T7_ 

72 


Für das praktische Rechnen ist das bereits von Leibniz angegebene 
Dualsystem zweckmäßig 1 . 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) war ein Universalgenie und der be¬ 
deutendste Repräsentant der Frühaufklärung. 

Er war Philosoph, Jurist, Staatsmann, Theologe, Physiker. 

Leibniz schuf mit der Differential- und Integralrechnung die Grundlage der 
höheren Mathematik. 

Er baute 1672 eine Rechenmaschine, die alle vier Grundrechnungsarten 
durchführen konnte. 

Er entdeckte das Dualsystem, das 1934 Konrad Zuse in die Rechentechnik 
einführte. 



dualis (lat.) = zweifach. Auch Binärsystem genannt; bini (lat.) = je zwei. 
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Das Dualsystem besteht, der Grundzahl 2 entsprechend, nur aus den zwei Ziffern 0 
und 1. 


Dieses System hat den Vorteil, daß sich jede Zahl technisch leicht durch Kombinationen von 
nur zwei Zustandswerten, den sogenannten „Ja-Nein-Werten“, darstellen läßt. 

Strom in der Leitung => 1 kein Strom in der Leitung => 0 

Kondensator geladen => 1 Kondensator nicht geladen => 0 

Es gilt: 

z = A„-2" + A n _ 1 -2 + A 2 -2 2 + A t -2' + A 0 -2° 

+ A_, ■2~ 1 + A_ 2 •2~ 2 + ... + A_ k -2~ k 

n, k .. . nichtnegative ganze Zahlen 
A t ... 0 oder 1 

BEISPIELE 

1. (1010) 2 ^l-2 3 + 0-2 2 + l*2 1 + 0-2° = 8 + 2 = 10 

2 . ( 10110101) 2 ^ 1 • 2 7 + 1 • 2 5 + 1 • 2 4 + 1 • 2 2 + 1 

= 128 + 32 + 16 + 4 + 1 
= 181 

3. (11010,011) 2 ^ 1 • 2 4 + 1 • 2 3 + 1 • 2 + 1 • 2 ~ 2 + 1 • 2 ~ 3 

= 16 + 8 + 2 + 3- + 3- 



Dezimalzahlen lassen sich leicht in Dualzahlen übersetzen, wenn man die Zweierpotenzen 
kennt. 

2° = 1 2 1 = 2 2 2 = 4 2 3 = 8 2 4 = 16 2 5 = 32 

2 6 = 64 2 7 = 128 2 8 = 256 2 9 = 512 2 10 = 1Q24 2 n = 2048_ 

2 _1 = 0,5 2 _2 = 0,25 2 -3 = 0,125 2“ 4 = 0,0625 

2" 5 = 0,031125 2" 6 = 0,015 625 2~ 7 = 0,007 8125 2" 8 = 0,003 906 25 

BEISPIELE 

4. 85 ist in eine Dualzahl zu verwandeln. 

Lösung mit Hilfe des Subtraktionsverfahrens: 

85 

— 64 2 6 ... nächstniedrige Dualzahl 

21 85 = 1 • 2 6 + 21 = 1 • 2 6 + 0 • 2 5 + 21 

-16 2 4 

5 85 = 1 • 2 6 + 0 • 2 5 H-1 • 2 4 + 5 

-4 2 2 

1 85 = 1 • 2 6 + 0 • 2 5 +1 • 2 4 + 0 • 2 3 +1 • 2 2 +1 

85 = l-2 6 + 0-2 5 + l-2 4 + 0-2 3 + l-2 2 + 0-2 1 + l-2 0 
85 = (1010101)2 
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3. Zahlensysteme 


Nun führen wir die Umrechnung mit Hilfe des Divisionsverfahrens durch. 



5. 0,8 ist als Dualzahl zu schreiben. 

Lösung: 

0,8 

-0,5 2" 1 

0,3 

-0,25 2 -2 

0,05 


0,05 

-0,03125 _ 2~ 5 

0,01875 

-0,015625 2" 6 

0,003125 


0,8 = 0,5 + 0,25 + 0,03 125 + 0,015 625 +. . . 

= l- 2 _1 + l- 2 _2 + 0-2 _3 + 0-2 _4 + l-2~ 5 + l- 2“ 6 + .. . 


0,8 = ( 0,110011 ...) 2 


Auch im dualen Zahlensystem können die Grundrechnungsarten auf Additionen zurück¬ 
geführt werden. 


Das Eins-und-Eins ist besonders einfach, es lautet: 


0 + 0=0 0 + 1=1 1 + 0=1 1 + 1=10 


BEISPIELE 


6. 10111 
+ 10001 
101000 

Probe: 23 + 17 = 40 


Sprechweise . 
1 + 1 = 10; 

0 

an, 

1 weiter 

1 + 1 = 10; 

0 

an, 

1 weiter 

1 + 1 = 10; 

0 

an, 

1 weiter 

1 + 0 = 1; 

1 

an 


1 + 1 = 10; 

10 an 



7. 10010 

- 1101 
101 

Probe: 18-13 = 5 


Sprechweise: 

1 + 1 = 10; bleibt 1 
1 + 0 = 1 

1 +1 > 10; bleibt 1 1 + 1 = 10 

10 + 0 = 10 


Auch die Multiplikation und die Division zweier Dualzahlen werden entsprechend dem 
bei dekadischen Zahlen üblichen Verfahren durchgeführt. 
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Das Ein-mal-Eins lautet: 0-1 = 0 0-0 = 0 1-0 = 0 1-1 = 1 


BEISPIELE 

9. 101,101-10,1 

1 01101 

1110,0001 


Probe: 5,625-2,5 = 14,0625 


8. 101101-11010 
101101 
1011010 
10010010010 
Probe: 45-26 = 1170 


Wenn wir eine Zahl mit 2 multiplizieren wollen, dann brauchen wir nur rechts eine Null 
anzuhängen bzw. das Komma um eine Stelle nach rechts zu verschieben 2 . 


1101-10 = 11010 
Probe: 13-2 = 26 

10 . 11110 : 101 = 110 
0101 
00 

Probe: 30: 5 = 6 


11 , 101-10 = 111,01 
3,625-2 = 7,250 


1,0101-100 = 101,01 

1,3125-4 = 5,25 


11 . 10011100 : 1100 = 1101 
1100 
1111 
-1100 

1100 Probe: 156: 12 = 13 

-1100 
0 


Eine Zahl wird durch 2 dividiert, indem man das Komma um eine Stelle nach links ver¬ 
schiebt 3 . 

11010:10 = 1101 101,101 : 100 = 1,01101 10:1000 = 0,01 

Probe: 26:2 = 13 5,625:4 = 1,40625 2:8 = 0,25 


AUFGABEN 

Schreiben Sie die folgenden Dualzahlen als dekadische Zahlen: 

3.06 a) 101101 b) 1001011 c) 101101101 

3.07 a) 101,01 b) 10111,101 c) 1010,00101 

Schreiben Sie als Dualzahlen: 

3.08 a) 123 b) 1259 c) 735,5 

3.09 a) 12,34 b) 17,75 c) 635,84 

1 Einservorteil! 2 Entsprechend der Multiplikation einer dekadischen Zahl mit 10. 

3 Entsprechend der Division einer dekadischen Zahl durch 10. 
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3. Zahlensysteme 


Rechnen Sie im Dualsystem und führen Sie die Proben durch Übersetzen ins dekadische 
Zahlensystem durch: 


3.10 

a ) 10101 

b) 

101101 

c) 

1010110 


+ 10110 


+ 100110 


+ 1110 

3.11 

a ) 101,101 

b) 

0,11101 

c) 

101,01101 


+ 11,01 


+ 1,001 


+ 11,10011 

3.12 

a ) 10110 

b) 

101110 

C ) 

1011001 


- 1111 


-100111 


- 110110 

3.13 

a ) 101,001 

b) 

0,10101 

c) 

101,01101 


- 11,001 


- 0,01100 


- 11,01011 

3.14 

a ) 101101-1011 

b) 

11011-10011 

C ) 

10011101-100110 

3.15 

a ) 110111-11011 

b) 

101 , 1101 - 1,1101 

c) 

1011 , 0111 - 110,1101 

3.16 

a ) 110001000:1110 

b) 

100111111 : 10101 

c) 

1011:101 

3.17 

a ) 1011011:1101 

b) 

1011001 , 101:1010 

c) 

1011011101,1 : 101,101 


3.3 Hexadezimalsystem 

In der Datenverarbeitung wird außer dem dualen Zahlensystem auch das hexadezimale 
Zahlensystem — auch Sedezimalsystem oder Sechzehnersystem genannt — verwendet 1 . 

Das Hexadezimalsystem hat die Grundzahl 16 und damit 16 Ziffern. 

Die Ziffern 0 bis 9 stimmen mit den im Zehnersystem verwendeten Ziffern überein. Für die 
Werte 10 bis 15 werden die Buchstaben A bis F verwendet. 

Dezimale Darstellung: 0.9 10 11 12 13 14 15 

Hexadezimale Darstellung: 0.9A B C D E F 

BEISPIELE 

1. 1 F ist die hexadezimale Darstellung für 1 • 16 1 +15 • 16°, also für 31 

2 . 2 D 3 ist die hexadezimale Darstellung für 2 • 16 2 + 13 • 16 1 + 3 • 16°, also für 723 

3. (AF) 16 =10-16 1 + 15-16° = 175 

4. (231 A5) 16 = 2 • 16 4 + 3 • 16 3 +1 -16 2 +10 -16 1 + 5 • 16° = 143 781 

Die Umrechnung einer Dezimalzahl in eine hexadezimale Zahl ist aus dem folgenden 
Beispiel zu ersehen: 

5. Die Dezimalzahl 1000 ist in hexadezimaler Schreibweise darzustellen. 
Divisionsverfahren: 

1000:16 = 62 Rest 8 - 

62:16= 3 Rest 14 -, 

3:16= 0 Rest 3 —| 

3 E 8 

1 Das hexadezimale Zahlensystem wird in der EDV nur zur Ein-/Ausgabe von Zahlen verwendet. 
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Subtraktionsverfahren: 

Die nächstkleinere Sechzehnerpotenz zu 1000 ist 256. 
1000 = 3-256 + 232 

= 3-256 + 14-16 + 8-1 
1000 = (3 E8) 16 


AUFGABEN 

3.18 Wie wird im hexadezimalen System eine Zahl mit 16 multipliziert? 

3.19 Wie viele Dualstellen sind notwendig, um jede hexadezimale Ziffer darstellen zu 
können? 

3.20 Schreiben Sie als Dezimalzahl: 

a) 1F3 b) 5 FC c) 13 AF d) 2AA5 

3.21 Schreiben Sie hexadezimal: 

a) 100 b) 500 c) 3120 d) 10000 





4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Eigenschaften der Exponentialfunktion y = a x ( a e [R + \ {1}) angeben; 

■ die Graphen der Exponentialfunktionen y — a v und y = a~ x ( a e R + \{1}) skizzieren; 

■ den vierstelligen Näherungswert der Zahl e angeben; 

■ Werte der Funktionen y = e v und y — a x mit Hilfe des Taschenrechners ermitteln; 

■ Exponentialgleichungen erkennen; 

■ den Begriff Logarithmus einer Zahl x zur Basis a erklären; 

■ Eigenschaften der Funktion y — log (J x angeben; 

■ den Graphen der Funktion y — log a x skizzieren; 

■ die Begriffe Zehnerlogarithmus, natürlicher Logarithmus und Zweierlogarithmus erklären und die 
zugehörigen Definitionsgleichungen angeben; 

■ die Begriffe Charakteristik (Kennzahl) und Mantisse des Zehnerlogarithmus verwenden; 

■ die Rechengesetze für Logarithmen anwenden; 

■ Logarithmen mit dem Taschenrechner ermitteln; 

■ Exponentialgleichungen, die sich auf die Form a x = b zurückführen lassen, lösen; 

■ Logarithmusgleichungen, die sich auf die Form log T(x) = b bzw. log T 1 (x) = log T 2 (x ) zurück¬ 
führen lassen, lösen; 

■ technische Aufgaben mit Hilfe der Logarithmen und ihrer Rechengesetze lösen; 

■ Logarithmusleitern herstellen; 

■ Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen auf Logarithmus¬ 
funktionspapier auftragen. 


4.1 Exponentialfunktionen 



I—I y = a x (a 6 IR + \ {1}, x e R) heißt Exponentialfunktion. 

Die Graphen der Exponentialfunktionen heißen Exponentialkurven. 

^ Negative Basen sind nicht zugelassen. 

111 

Zum Beispiel ist y — ( — 2) v für x = x = —, x = — usw. nicht definiert. 

a = 1 schließen wir aus, weil y = \ eine 
nicht umkehrbare Funktion ist. 


Exponentialfunktion: y = Konstante Variable 


Potenzfunktion: y = Variable Konslante 



y=2 


X 


-1 


0 


1 


X 
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Für Exponentialfunktionen gilt: 


1. Alle Kurven verlaufen im zweiten und ersten Quadranten. 

2. Alle Kurven gehen wegen der Definition a° = 1 durch den Punkt (011). 

3. Für a > 1 ist y = a x eine streng monoton wachsende Funktion. Es gilt dann 

X] < x 2 => a' < a 1 

Alle Kurven nähern sich mit x-* — oo unbegrenzt der x-Achse, ohne sie zu erreichen. 

Die x-Achse ist Asymptote aller Exponentialkurven. 

Je größer a ist, um so inniger schmiegen sich die Kurven der x-Achse an. 

4. Für 0< a < 1 ist y = a x eine streng monoton fallende Funktion. Es gilt dann 

X\ < x 2 => a' > cl 1 

Alle Kurven nähern sich für x-» oo unbegrenzt der x-Achse. 

Die x-Achse ist Asymptote aller Exponentialkurven. 


5. Die Kurven von y = a x und von y = j verlaufen symmetrisch bezüglich der ^-Achse. 

6. Der (hier nicht eingezeichnete) Graph der Funktion y = a x (a = 1) ist die zur x-Achse 
parallele Gerade mit der Gleichung y = 1. 

_ X, X 2 A-, + JC 2 

7. a • a = a 

8. Für gleichbleibende Schrittweite Ax ist die relative Funktionswertänderung — konstant. 

E S gilt: AZ = I0Lt p ~ JM . «■'' + " = also 

y fix) a x 

A y 

—j- = konstant für Exponentialfunktionen 


BEISPIEL 

y = 2 V , Ax = 1, X\ = 2, x 2 — 5 

y (x-,) = 2 2 = 4, Xi + Ax = 3, y (3) = 8, Ay = 8 — 4 = 4, 

y (x 2 ) = 2 5 = 32, x 2 + Ax = 6, y (6) = 64, Ay = 64 — 32 = 32, 


Ae 

y 

Ay 


= 1 


= 1 


Wir betrachten nun Exponentialfunktionen mit der Grundzahl e. 

Die Zahl e = 2,718 281828459 045 . .. erhält man, wenn man im Term 
größere Werte einsetzt. 


M)' n 


für x immer 


x = 1 
x = 2 


H)'- 

(’4)'= 

/ 1 \ v 


— 1 =2,25 

^ cm n a 


x = W 
x = 10 3 


Hh 

/. l V 


70481 
— I =2,71692 
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(1 + — | strebt mit wachsendem x einem 

\ x) 

Grenzwert zu, den man mit e bezeichnet. 


Man schreibt: oo 



oder kürzer: 



e 


Man spricht: 

„Wenn jc über alle Grenzen wächst, so strebt 

(l + "jj gegen e.“ 

oder: „Limes |l + für x gegen Unend- 
lieh ist gleich e.“ 



Wir merken uns den vierstelligen Näherungswert für die Zahl e: 

e« 2,718 


Auf die große Bedeutung der Funktion y = e x in der Mathematik, in den Naturwissen¬ 
schaften, Wirtschaftswissenschaften usw. wird später ausführlich eingegangen werden. 

Die Werte von e v und von a x ermitteln wir mit dem Taschenrechner. 


BEISPIELE 

1. e 2,3 = ? Überschlagsrechnung: 3 2 = 9 


2.3 p] 9.97 418 ... 

bzw. 2.3 INV ln x 9.97418... 

e 2.3 _ 9 j97 42 

^ = 6,92°’ 56 = ? Überschlagsrechnung: ]/T <3 

6.92 p] 0.56 = 2.95433... 

6 92 0 .56 _ 2,9543 

y=y 8,12 5 Überschlagsrechnung: 2 5 = 32 

8.12 pj [T] 5 |T| 3 | = 32.80399 ... 

]/8,12 5 = 32,80 40 
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AUFGABEN 

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner e* für die folgenden x-Werte auf 5 geltende 
Ziffern! 

4.01 a) 1,245 b) 2,783 c) 5,43 d) 9,6 

4.02 a) 0,1493 b) 0,218 c) 0,367 d) 0,876 

4.03 a) 0,01635 b) 0,0293 c) 0,0788 d) 0,0952 

4.04 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner e~ v mit den x-Werten der Beispiele 4.01—4.03. 

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 5 geltende Ziffern: 


4.05 

a) 3,12 4 - 8 

b) 832 1 ' 2 

c) l,1184 w>2 

d) 1.357 2 ' 82 

4.06 

a) 0.9863 220 

b) 0.951 12 ' 8 

c) 0,738 8 ' 7 

d) 0,42 2 ' 83 

4.07 

a) 56,7 0 ' 34 

b) 317 0 - 227 

c) (2,7 • IO 4 ) 0 ' 0195 

d) 7,3°- 048 

4.08 

a) 4,12-°’ 57 

b) 215-° 15 

c) 7,5 -0 ' 0092 

d) 600 ~ 0 ' 006 ' 

4.09 

a) 0.892- 6 ' 7 

b) 0,721- 2 ' 02 

c) (5-IO- 3 )- 0071 

d) 0,127-°’° 5 


4.10 Die vom Radiusvektor einer logarithmischen Spirale zwischen den Drehwinkeln (p x 

C 2 

und (p 2 überstrichene Fläche wird durch die Formel A = (e 2ar/>2 — e 2fl ^) angegeben. 

Berechnen Sie A, wenn (p A = 0, (p 2 = 2n; fl =0,25 und C = l,5 ist. 

4.11 Ein Lederriemen umschlingt eine Stahlscheibe. Der Umschlingungswinkel a beträgt 
160°, die Reibungszahl Leder —Eisen ist ji = 0,28. 

Wie groß muß die Kraft S 2 sein, um eine Masse = 150 kg gleichförmig zu heben? 

Es gilt: S 2 = S^-* TC0C \ g = 9,81 m/s 2 . 

4.12 Beim Einschalten eines Gleichstroms ist der Augenblickswert der Stromstärke eine 
Funktion der Zeit. 

Es gilt: i = 7(1 — e ” t/T )\ wobei T = L/R ist. 

Stellen Sie die Abhängigkeit i = i (/) grafisch dar! 


4.2 Exponentialgleichungen der Form a x = a b 


Eine Gleichung, bei der die Variable im Exponenten vorkommt, heißt Exponential¬ 
gleichung. 


Zum Beispiel: 3* = 2 4 v +1 = 52 * 1 -2* + 1 ]/T = 2 v+1 


Die Gleichung a x — c besitzt für ag[R + \{ 1} und c e R + genau eine Lösung. 
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Wir beschränken uns auf Gleichungen in einer Variablen, die in mindestens einem Expo¬ 
nenten auftritt. Wir wollen dieses große Gebiet weiter einschränken und von den oben 
erwähnten Exponentialgleichungen nur jene behandeln, die sich durch Exponentenvergleich 
lösen lassen. 


Für alle a e R + \{1} gilt: a x = a b o x = b 

x = b führt die gegebene Gleichung in eine wahre Aussage über. 

Es ist somit b die Lösung der Exponentialgleichung a x = a h . 


BEISPIELE 


1. Die Gleichung 2' = 64 ist zu lösen. 

Lösung: 

Um auf die Form a x = a b zu kommen, formen wir 64 in 2 6 um. 
2•' = 2 6 Diese Gleichung ist äquivalent mit: 

jc = 6 Die Gleichung 2 6 = 64 ist eine wahre Aussage. 


2. Die Gleichung a 4x ~ 5 = a 2x+11 ist zu lösen. 
Lösung: 

a 4x ~ 5 = a 2x + n o 4x — 5 = 2x + 11 
2x = 16 
x = 8 


Probe: 


a a 1 L( 8 ) = R( 8 ) ist eine wahre Aussage. 

R( 8 ) = a 16 + 11 = a 21 \ * 


AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Exponentialgleichungen: 


4.13 a) 2 X = 8 

b) 3 v = 81 

c) 10 ' = 0,0001 

o 

o 

o 

o 

TT 

-r 

b) 3 2x “ 4 = 27 

c) 5 6v - 7 = 125 

4.15 a) 4' = 0,125 

b) 9' = 0,3 

c) a x + 3 = a 10 


/ 3 \ v (A\l 

/ 3 \ 2 a --1 / 5 \ 

4.16 a) b 4 ~ x = b 5 

-> (4) - (t) 

«»(1) -(t) 


a 3x 

~ + 3 — + 1 

4.17 a) 2 4 v - 4 2j ‘ + 3 = 8 2a + 4 

b) a 4x ~ 2 • -a 3x ~ 5 

c) 4 2 = 64 5 

4.18 a) 25 • 5 2 v - 1 = 3125 

b) 32 *. 9 *+s _ 27 . 35*-6 

c) a x ~ 3 = y a x + 3 















4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


57 


4.3 Logarithmus und Logarithmusfunktionen 
Begriff des Logarithmus 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. Die Gleichung 2 Y = 12 ist durch gezieltes Probieren nach x zu lösen. 

Lösung: 

Wir rechnen: 2 3 = 8 ; 2 4 =16 => 3<x<4 

Nun probieren wir: 2 3,5 = 11,31; 2 36 = 12,13; 2 3,55 = 11,71; 2 3>58 = 11,96; 2 3,585 = 12,0003 
* = 3,585 

Wir nennen jene Zahl x, mit der 2 potenziert werden muß, um 12 zu erhalten, den 
Logarithmus von 12 zur Basis 2 und schreiben x = log 2 12. 

2 . Die Gleichung 10 v =36,5 ist durch gezieltes Probieren nach y zu lösen. 

Lösung: 

10 1 = 10; 10 2 = 100 ^ 1 <7 <2 

Nun probieren wir: 10 1 - 5 = 31,62; IO 16 = 39,81; 10 1 - 55 = 35,48; 10 1 ’ 56 = 36,31; 
101,562 = 36? 475 . 10 1,5622 = 35492 ; 10 1 ’ 5623 = 36,5006 y = 1,5623 


Wir nennen y den Logarithmus von 36,5 zur Basis 10 und schreiben >’ = log 10 36,5 
oder y = lg 36,5. 




d ogaX = x {a> 1 ; * > 0 ) 

Der Logarithmus einer Zahl * zur Basis a ist jener Exponent, mit dem man a poten¬ 
zieren muß, um die Zahl * zu erhalten. 

Basis^°8 ar * t * imus = Numerus ...’ 


^ Logarithmen sind Exponenten! 

log„l = 0 (weil fl° = l) log„tf = l (weil a' = a) log fl (a v ) = x 

Aus a" (a e U + ) kann man die Basis a durch Wurzelziehen und den Exponenten n durch 
Logarithmieren erhalten. 


Potenz 

Wurzel 

Logarithmus 

5 3 = 125 

1 

II 

3 = log 5 125 

10 4 = 10 000 

o 

II 

o 

o 

o 

o 

4 = log 10 10000 

a x = b 

a = ][b 

* = log fl b 


1 Die Mehrzahl von „Numerus“ heißt „Numeri“. 
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Als Basen werden neben der Zahl 10 hauptsächlich die Zahlen e und 2 verwendet. 


Basis a 

Kurzbezeichnung für log„ x 

Definitionsgleichung 

10 

lg x für „Zehnerlogarithmus von x“ 

10 lg * = x 

e = 2,718 . . . 

ln x für „natürlicher Logarithmus von x“ 

e ln x = x 

2 

lb x für „Zweierlogarithmus von x“ 

2 lbv = x 


Bei Gesetzen, die für Logarithmen mit beliebigen Basen (a > 1) gelten, schreibt man statt 
log a x kürzer log x. 


Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis 10 nennt man Zehnerlogarithmensystem 
oder dekadisches Logarithmensystem oder Briggs-Logarithmensystem. 

Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis e nennt man natürliches Logarithmensystem 
oder Neper-Logarithmensystem. 

Geschichtliche Bemerkungen 

Im 16. und 17. Jahrhundert war die Astronomie das Hauptanwendungsgebiet der Mathematik. Die Be¬ 
rechnung der Planetenbahnen erforderte mühsame Rechnungen. 

Michael Stifel (1487—1567) hat bereits das Wesen des logarithmischen Rechnens erkannt. Seine 
„Logarithmentafel“ umfaßte nur zwei Zeilen mit je 10 Zahlen und war daher nicht für praktische Be¬ 
rechnungen brauchbar. 

Auf den Arbeiten Stifels baute der Schweizer Uhrmacher und Feinmechaniker Jost Bürgi (1552—1632) 
auf. Seine Tafeln (Basis «e) erschienen erst 1620 in Prag und wurden im 30jährigen Krieg zerstört. 
Bereits 1614 veröffentlichte der Schotte Baron of Merchiston John Neper (1550—1617) in Edinburgh 
Logarithmentafeln, die eine zu 1/e proportionale Basis besitzen. 

Von Neper stammt das Wort „Logarithmus“. 

Das Werk Nepers enthält siebenstellige Logarithmen von sin x und cos x. 



Jost Bürgi John Neper 


Der englische Mathematiker Henry Briggs (1561—1630) veröffentlichte von 1617 an seine 14stellige 
Logarithmentafel. 

Das logarithmische Rechnen war 300 Jahre lang ein Hauptbestandteil der praktischen Mathematik. 

An den technischen Schulen Österreichs wurde das logarithmische Rechnen erst um 1960 durch mo¬ 
derne Rechenstäbe in den Hintergrund gedrängt und um 1980 durch die Taschenrechner ganz verdrängt. 


AUFGABEN 
Berechnen Sie: 

4.19 a) log 2 l ' b) log 2 2 ' c) log 2 4 - j d) log, -J— 

4.20 a) log 3 1 b) log 3 3 - c) log 3 81 d) log 3 Z -5 
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4.21 

a) log 4 1 b) log 4 256 * V 

C) '° g4 4096 

d ) log 5 3125 

4.22 

a) log 10 0,0001 b) logy^lO 

c) lg 10" =' 

d) log,o^7 

4.23 

Lösen Sie durch „Probieren“ mit dem Taschenrechner: 
a) 2 X = 40 b) V =100 c) W = 3,25 

d) 5'= 500 

4.24 

Schreiben Sie als Exponentialgleichung: 



4.25 

a) lg|/iÖÖ = j b) log 7 7 = 1 

IQ 1 - l/ici 

Berechnen Sie: 

c) lb 0,25 = -2 

d) log, 0,3 = -1 


a) log 5 25 b) log 3 

c) log 5 0,04 

0 ) l0 ^ 

4.26 

Berechnen Sie x aus der Gleichung: 
a) x = log 4 16 b) log 5 x = 2 

c) log v 81 = 2 

d) log 3 x = -1,5 


>-27 X'7 , 

4.27 Eine ganze Zahl z ist in einem Computer dezimal gespeichert. 

Wie viele Stellen hat sie? 


4.28 Eine ganze Zahl z ist in einem Computer dual gespeichert. 
Wie viele Stellen hat sie? 

4.B1 Beweisen Sie: lg 2 ist eine irrationale Zahl. 

Anleitung: Band 1, Abschnitt 5.3 


Die Funktion y = log a x (a > 1; x > 0) 

Die Exponentialfunktion y = a x ist für a > 1 streng monoton wachsend. 
Sie ist daher umkehrbar. 


m 


Die Umkehrfunktion von y = a x (a> 1) heißt Logarithmusfunktion und wird mit log a x 
bezeichnet. 


Es ist: 

y = \gx die Umkehrfunktion von y = 10 
y = ln x die Umkehrfunktion von y = e * 
y = \bx die Umkehrfunktion von y = 2 x 
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Eigenschaften der Funktion y = log fl x: 

1. Definitionsmenge: 1R + 

2. Wertemenge: R 

3. Nullstelle: 1 

4. y = \og a x ist streng monoton wachsend. 

5. y = log„ x ist Umkehrfunktion von y = a x . 

Der Graph von y = \og a x liegt somit spiegelbildlich zum Graphen von y = a x bezüglich 
der Geraden y = x. 

6 . Die j;-Achse ist Asymptote aller Logarithmuskurven. 

7. Bei gleicher Abszisse sind die Ordinaten zweier Logarithmuskurven zueinander propor¬ 
tional (zwei Logarithmuskurven sind zueinander perspektiv-affin mit der x-Achse als 
Affinitätsachse). 

Es gilt also: \og a x = k- \og h x 

Werte von y = \n x und y = lg x können wir mit dem Taschenrechner ermitteln. 


BEISPIELE 


1 . 


2 . 


6 ln x 


6 logx 


1,79175 ... 
.77815... 


ln 6 = 1,7918 


lg 6 = 0,7782 


AUFGABEN 

4.29 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner die natürlichen Logarithmen (Zehner¬ 
logarithmen, Zweierlogarithmen) der folgenden Zahlen * 1 : 

a) 412 b) 283 c) 754 d) 983 e) 79,2 f) 14,3 g) 1,596 h) 7,85 

i) 715,3 j) 69,73 k) 15,12 1) 6,4357 m) 0,0825 n) 0,00937 o) 0,1429 p) 0,0192 

4.30 Welche Zahlen 1 haben die folgenden natürlichen Logarithmen (Zehnerlogarithmen, 
Zweierlogarithmen) ? 

a) 0,542 b) 1,385 c) 2,678 d) -0,913 e) -2,657 f) -3,492 

4.31 Zeichnen Sie die Graphen der angegebenen Funktionen mit D = {x|0<x<10}: 

a ) y = log 3 x b) y = log 4 x c) y = log 20 * 


1 4 Nachkommastellen 
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4.32 1 kg Luft vom Volumen V 1 = 0,2 m 3 soll sich bei 20 ° C isotherm auf V 2 = 1,5 m 3 dehnen. 
Berechnen Sie punktweise das p-V- Diagramm und die Gasarbeit. 

Es gilt: p ■ V= m ■ R ■ T R Lub = 287 —! 

kg-K 

W=m R • 7j • ln — 7’ Kelvin =r°C + 273 

Pi 

4.33 Die Kapazität C (in pF) eines Drahtes mit der Länge / (in cm), dem Durchmesser d (in 
cm), der im Abstand a (in cm) parallel zu einer Fläche verläuft, ist gegeben durch die 
Maßzahlgleichung: 

£ l 

C =- - — Berechnen Sie C für 

1,8 ln — j- £ = 1,008; / = 530 cm; ß =32 cm und d = 0,8 cm. 

d 

4.34 Welche Kippfrequenz/ ergibt sich nach der Formel 

/=- X — - für R=20Cl; C = 0,2 |tF; U = 200 V; 

ÄCln-rr- -y- f/ z = 90 V; t/ L = 70 V? 

u - u z 

4.35 Die Formel für die elektrische Feldstärke E in einem Zylinderkondensator lautet: 

U R Außenradius 

— r r Innenradius 

x Abstand vom Mittelpunkt 

Geg.:#=3cm; r = 0,2 mm; £/ = 10kV 

Wie groß sind die Feldstärken (in V/cm) an der Oberfläche des Innenleiters und des 
Außenleiters? 


4.4 Der Zusammenhang verschiedener Logarithmensysteme 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

2 3v =x o 8 1 = jc 
Es ist daher: 3y=log 2 x o ^ = log 8 x 

Zwischen dem Logarithmus zur Basis 8 und dem Logarithmus zur Basis 2 besteht somit die 
Beziehung: log? x = 3 log« x für alle x 6 IR + . 


Zwischen den Logarithmen einer Zahl in zwei verschiedenen Systemen mit den Basen 
a> 1 bzw. b> 1 besteht die Beziehung: 

log fl x = log (( b • log/, x 


Für die Berechnung von Logarithmen zu einer Basis aus Logarithmen zu einer anderen Basis 
benützen wir folgenden Satz: 


Der Quotient der Logarithmen zweier Zahlen hat in jedem Logarithmensystem denselben 
Wert. 

log a x log/,* lg x _ ln x _ lb 
log« y log/, y lg y ln y lb y 
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Bei der Berechnung von 

log,, x aus natürlichen Logarithmen verwenden wir die Formel 

ln a 

BEISPIELE 

ibioJs™ 

ln 2 


1 . lb 10= ? 

lb 10 = 3.3219 

2. log 5 13 = ? 

i i-j ln 13 

logsl3= i^y 

log, 13 = 1.5937 


AUFGABEN 

4.36 Drücken Sie durch Zehnerlogarithmen aus: 

a) log 5 9 b) log 3 12 c) log 7 14 

4.37 Drücken Sie durch Zweierlogarithmen aus: 

a) ln 16 b) log 5 10 c) lg 150 

4.38 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners: 

a) log 4 20 b) log 5 20 c) log 7 100 

e) log 3 30 f) log 3 10 g) log 7 1000 

4.B2 Beweisen Sie den Satz: log fl x = log 0 b • log ft jc 

4.B3 Beweisen Sie den Satz: x 

log a y log b y 


d) log 8 16 

d) log 8 16 

d) log 12 100 
h) log 7 1000000 


4.5 Rechengesetze für Logarithmen 

Die hier angeführten Rechenregeln ergeben sich aus den Rechenregeln für Potenzen und 
gelten für alle Logarithmensysteme. 

Für alle x, y e U + gilt: log(xy) = log* + log y 
los (j) = log*-log y 
log(x') = r • log* (reü) 

log(^) = ^ («4=0) 

Der Logarithmus eines Produkts ist gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren. 

Der Logarithmus eines Bruchs ist gleich der Differenz aus dem Logarithmus des Zählers 

und dem Logarithmus des Nenners. 

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt aus dem Exponenten und dem 

Logarithmus der Basis. 

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quotienten aus dem Logarithmus des 

Radikanden und dem Wert des Wurzelexponenten. 


j log a x ln x lg jc 
log,, a ln a lg a 
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BEISPIELE 

1. log(4-5-7) = log4 + log5 + log7 

2. lg 2000 = lg (2 • 1000) = lg 2 + lg 1000 = 3 + lg 2 


3. 

log fl +log 6 + log c = log (fl 6 c) 

für fl. 

b, ceR + 




4. 

4 

log- = log4 —log7 

5. 

log —= logl-log!5= - 

log 15 


6. 

lg 0,004 = lg = lg 4 — lg 1000 ■ 

= lg (4) — 3 


7. 

log3 4 = 

= 4-log3 

8 . 

lg 1000000 = lg 10 6 = 6 -lg 10 = 

6 9. 

'og(4 ) 3 

= 5 ' lo g(y) = 

5 (log 4 

- log 7) 

10. 

logfr- ,0 3 gX 

11. 

i og y^= 

5 • log* 

4 



12. 

log'°s^ +62 ) 

13. 

lg]/ 0,001 

lg 10“ 3 

2 

3 

' 2 



AUFGABEN 

4.39 Schreiben Sie als Logarithmus einer Zahl: 
a) log 2 +log 7 b) log 5 +log 12 

d) log 5 —log 2 e) lg (9) — 2 


c) l + lg3 
f) 3 - lg 4 


Formen Sie in Summen bzw. Differenzen von Logarithmen um 1 : 


J 

€ 

1 

9 

> 


4.40 a) log(jc yz) 

6 {a + b) 


4.41 a) log- 


5 ab 


4.42 a) logj/Tfl 

v-2 _ 

4.43 a) log 


4.44 a) log 


x + y 

5 . - 3 - 


b) log (5 ö) 


b) log— 

b) lo g]/f 


b) log 
b) log 


x~ — y z 
l/x + y 

4 .- 3 /- 

w 

Yb -Yä* 


c) log[x(^ + z)] 
c) log 




i y* 

c) log^- 


c) log 


x — y 

x 2 -y 2 

3 r . 


c) log^ 


y^.y^ 


y^-y? 


d) log 
d) log 
d) log 
d) log 

d) log 


1 


fl + b 

(* ± yf 

x-y 

H 

ix 

x 2 -y 2 

]/a 3 fe 4 c s 


Ya 2 6 5 


Stellen Sie als Logarithmus eines einzigen Terms dar: 

4.45 a) log fl + log 6 — löge b) log 3 —log 4 +log 20 

4.46 a) logx 2 + 31ogj> b) 21ogfl — 31og6 — log « 2 


4.47 a) log- + 2log {xy) 


c) logx 2 + log5 
c) — log r+ 41ogs 2 — logr 5 

b) 2log (p + q) — log (j) 2 — q 2 ) c) log7-21og (3 2 ) + log21 


4.48 Zeigen Sie an Beispielen, daß im allgemeinen gilt: 

a) log (fl + b) 4 = log fl + log b b) log (fl — b) =t= log a —log b 

Wann gilt das Gleichheitszeichen? 


Vereinbarung: Die Variablen stehen hier für positive Zahlen. 
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Bestimmen Sie den Term, dessen Logarithmus folgende Form hat: 


4.49 

4.50 

4.51 

4.52 

4.53 
4 . B 4 
4 . B 5 
4 . B 6 
4 . B 7 


a) lg fl + \gb + lgc 

12 1 
a) ylgfl+ylgfc-ylgc 

a) ylgx + ylg(x+) - \%y 


b) lg a - (lg b - lg c) 

b) lg 3 + lg fl + y (lg4 + 51g b) 


b) ylgr + y 


Jg PI 


+ 41g - 


a) y lg(x 2 - xy + y 2 ) + y lg(x + y ) b) lgy + lg (xj>) - y lgy 

y [31gr + 5 lg f - 2 lg(r - /)] + y[21gr + 41g/ - 21g(r - /)] 
Beweisen Sie den Satz: log ( xy ) = logx + log^ 

Beweisen Sie den Satz: log = logx — \ogy 

Beweisen Sie den Satz: logx' = r logx 
Beweisen Sie den Satz: log|/x = 


4 lg 5 
5 


4.6 Zehnerlogarithmen 

Man kann, wie schon im ersten Band gezeigt wurde, jede positive reelle Zahl A in der nor¬ 
mierten Gleitkommaform, also in der Form A = a • 10" mit 1 < a < 10 und n e Z darstellen. 
Aus lg + =lg {a • 10'') = lg fl + n 

ist ersichtlich, daß sich die Zehnerlogarithmen von positiven Zahlen mit gleicher Ziffern¬ 
folge und verschiedenem Wert nur um ganze Zahlen unterscheiden. 


Es sei A= a • 10 n 

(1 < a < 10 ) 

und damit lg+=lgfl + /? 

(0 < lg fl < 1 ) 

Man nennt 


ne Z die Kennzahl oder Charakteristik 1 

von \gA 

und lga die Mantisse 2 von lg^4. 



Es gilt: lg2 = 0,30103 
Es ist somit: 

lg 2000 = lg (2 • 10 3 ) = lg 2 + 3 = 0,30103 + 3 = 3,30103 

lg 200 = lg (2 • 10 2 ) = lg 2 + 2 = 0,30103 + 2 = 2,30103 

lg 20 = lg (2-10 1 ) = lg 2 H-1 = 0,30103 + 1 = 1,30103 

lg 0^2 = lg (2 • 10- 0 = lg 2 -1 = 0,30103 -1 

lg0,02 =lg ( 2 -10 -2 ) = lg2 — 2 = 0,30103 - 2 
lg0,002 = lg (2 • IO“ 3 ) = lg2 -3 = 0,30103 -3 


1 Charakter (griech.) = das eigentümliche Wesen 

2 mantissa (lat.) = Zugabe 
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Die Zehnerlogarithmen von positiven Zahlen mit gleicher Ziffernfolge haben dieselbe 
Mantisse. 


Kennzahl = Stellenwert der ersten geltenden Ziffer 


AUFGABEN 


4.54 Geben Sie die Kennzahlen der Zehnerlogarithmen der folgenden Zahlen an: 
a) 14,2 b) 0,073 c) 1643,5 d) 19,52 

e) 0,0062 f) 0,10 g) 0,00006 h) 1700 


4.55 Gegeben: lg2 = 0,30103; lg6 = 0,77815; lg7 = 0,84510 
Berechnen Sie ohne Verwendung des Taschenrechners: 


a) lg 600 b) lg 0,7 c) lg 0,06 

e) lg 5 f) lg 5000 g) lg 0,5 

0 lg 3 j) lg 4 k) lg 8 

m) lg35 n) lgo) lg2 19 


d) lg 70 000 
h) lg 0,0005 
1) lg 64 

p) lgl/29-^64 


4.56 Bestimmen Sie die zu den folgenden Zehnerlogarithmen gehörenden Zahlen: 
a) 1,2457 b) 3,7824 c) 0,7236 

d) 0,1785-2 e) 0,0256-3 f) 0,1478 

g) -0,2465 h) 6,3738 i) 0,8271-4 

Vor dem Aufkommen der Taschenrechner wurden, wenn die Genauigkeit des Rechenstabes 
nicht ausreichend war, Produkte, Quotienten, Potenzen und Wurzeln logarithmisch be¬ 
rechnet. 


4.7 Logarithmusgleichungen und Exponentialgleichungen 


Eine Gleichung, in der der Logarithmus der Variablen vorkommt, heißt Logarithmus¬ 
gleichung. 


BEISPIELE lnx = 5 3-\bx = x 


Im allgemeinen müssen Logarithmusgleichungen durch numerische oder graphische Nähe¬ 
rungsmethoden gelöst werden (z. B.: 3 \nx = 2x — 5). 


Wir beschränken uns auf Gleichungen, die man auf den Grundtyp log,,* = log„6 zurück¬ 
führen kann. 


Für a> 1, x>0, b >0 gilt: log„x = log ( ,6 <=> x = b 


Beachten Sie: 

1. Die Definitionsmenge von y = \og a x ist R + . 

2. Die Definitionsmenge von y = log ö x * 1 2 3 " (ne Z) ist IR\{0}. 

3. Die Definitionsmenge von y = log f/ 1 jc| ist IR\{0}. 
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Weil bei Umformungen keine Lösungen verlorengehen dürfen, muß logx 2 " auf 
2 n-log|x| umgeformt werden. 

Nur für x e 1R + darf man 2 n - log* statt logx 2 '' setzen. 


BEISPIELE 1 


Die Lösung der Gleichung lgx = lg 8 ist zu ermitteln. 

D = U + ; lgx = lg 8 o x = 8 

lg (x 4 ) + 3 lg (x 2 ) = 7,126 

Die Definitionsmenge von lg (x 4 ) und lg (x 2 ) ist D = R\{0}. 
10 lg |x| = 7,126 => lg |x| == 0,7126 => |x| = 5,16 


Somit ist x = £ 


L = f + 5,16; 


-5,16} 


Die Gleichung ln (2 x — 5) = 1,24 ist in U zu lösen. 

Lösung: 

e 1,24 = 3,4556 Somit gilt: 2x-5 = 3,4556 2x = 8,4556 

2 x — 5 > 0 ln (2 x — 5) ist definiert, daher 


x = 4,2278 
x = 4,2278 


4- v = 7 x = ? 

Überschlagsrechnung: = 4; 4 2 = 16; l<x<2; x«l,5 
Lösung: Wir logarithmieren die Gleichung 4 V = 7. 

x -In4 = ln7 


x=-^- = 1,4037 
ln 4 


Hinweis: Auch x = log 4 7 = führt zum Ziel. 

ln 4 


x = 1,4037 


5 . 6 v -43 = 5 V+1 x= ? 

Lösung: 

Wir logarithmieren diese Gleichung und erhalten: 
x • ln 6 -I- ln 43 = (x -I-1) • ln 5 
ln 43 —ln 5 In 8,6 
*-ln5-ln6"M576) ’ 

6 . Der Schallpegel L betrage 85 dB. 

Wie groß sind der Schalldruck p eff und die Schallintensität /? 

Lösung: 

Es gilt: L = 10 ■ Ig-pdB = 20 • lg-^dB 

*0 Po, eff 


x=- 11,802 


Der Bezugsschalldruck p^ e ff— 2-10 5 N/m 2 und damit 7 0 = 10 -12 W/m 2 sind genormt. 


85 = 20 • lg 


2 - 10 - 


lg 


2 * 10 - 


- = 4,25 


2 -10 


/ _ l Peff y _ 
h \ Po, eff) 


3,16 - IO 8 


/ = 3,16 - IO 8 - IO “ 12 


37 = 1,778 - IO 4 

p efr = 0,36 N/m 2 
7 = 3,16 IQ - 4 W/m 2 


Wir setzen im folgenden IR als Grundmenge voraus. 
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AUFGABEN 


4.57 Lösen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Taschenrechners: 

a) lg (2x - 1 ) = 0,800 b) lg | 2x — 1 | = 0,800 

c) lg* + lg 3 = lg (x + 2) d) lg 14 + lg x = lg (x + 4) 

e) \gx 3 + 2\gx = lg32 f) 4 lg2v = 8 

g) lg (3 a: - 1) - lg (2x + 2) = 0,8287 h) lg 3x_-1 = ^ + lg _ 

4.58 Lösen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Taschenrechners: 

a) 6 ’ = 12 b) V : = 1430 c) 'fiÄl = 7,20 

e) 2 • 17 - * = 1,24 f) 89,7 v = 5,67 g) 5 2 *" 1 = 17,2 

4.59 Wie heißt der kleinste ganze Exponent, für den 

•> (i)- - (\r - (i)' 

d > (t) *» (t) » (t) 

4.60 Berechnen Sie w für a = 3400 und t = 25 aus der Gleichung a = (1 + 0,014 t ) w 0,85 . 


d) = 0,829 
h) 3 V “ 2 = 124 

> 10 3 ist? 
< 10" 4 ist? 


4.61 a) s 2 S\ = Cy ln ~ -=?= 


4.62 a) 


Po \ To / 


/c= ? 


4.63 a) p ! Ff = p 2 VI n = ? 


Fi 1 

4-64 _i 


F 2 (üi/u 2 ) ,f 


AC= ? 


b) ln—+ 8 ln— ^=? 

Po Po Po 



4.65 


Das Anlegen einer Gleichspannung U 0 an die 
Klemmen A und B liefert eine Spannung U 
zwischen den Klemmen K und L, die der Glei¬ 
chung genügt: 

U= U 0 { 1 -e"^') 

Hierbei bedeutet R den Ohmschen Widerstand und C die Kapazität. 
Nach welcher Zeit t ist U gleich 80% von U 0 ? 



4.66 Wie viele Sekunden nach dem Einschalten erreicht der Strom in einer Spule von 
R= 25 Q und L = 1,5 H die Hälfte seines Endwerts? 

Es gelten die Beziehungen: i = I( 1 — e _ ,/T ); Zeitkonstante T= — 

R 


4.67 In einer Spule wächst innerhalb von 0,6 s die Stromstärke auf 75% ihres Maximalwerts 
an. Wie groß ist die Zeitkonstante T? 

4.68 Wie groß ist die Induktivität L einer Drosselspule von R= 55 Q, wenn der Strom 
1 Sekunde nach dem Einschalten 80% seines Höchstwerts erreicht hat? 
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4.69 Über eine Scheibe soll ein Seil gelegt werden, an dessen Enden die Kräfte und S 2 an¬ 

greifen. Wie groß muß jeweils der Umschlingungswinkel oc gewählt werden, damit für 
S 2 = 2S\ und [i = 0,25 Gleichgewicht herrscht? Es gilt: S 2 = arcor 

4.70 Die Abhängigkeit des Luftdrucks p von der Höhe h, gemessen in Meter, kann unter 
gewissen Voraussetzungen durch die Barometerformel /? = /? 0 * e ~ 00001251 /j angegeben 
werden. Bei welcher Höhe nimmt der Luftdruck auf 30% des Anfangsdrucks p 0 am 
Erdboden ab? 

4.71 1 Vor einer Wand betrage der Schalldruck 3-10 _1 N/m 2 , hinter dieser Wand 
1-10" 3 N/m 2 . 

Wie groß ist die Abnahme des Schallpegels? 

4.72 1 Beweisen Sie: Bei Verdoppelung der Intensität wächst der Schallpegel um 3 dB. 

4.73 1 Die Lautstärke L N wird definiert als der Schallpegel eines gleich laut empfundenen 
Sinustones von 1000 Hz. 

L N = 20-\g-P £ tL phon bei 1 kHz. 

P0, eff 

Wie groß ist die Gesamtlautstärke von 10 Schreibmaschinen, wenn jede von ihnen die 
Lautstärke 65 phon erzeugt? 

4.74 Der radioaktive Zerfall läßt sich durch die Gleichung N(t)= N 0 e~ ÄI beschreiben, 
wobei A die Zerfallskonstante ist. 

Es gelte: a) V 0 = 10 4 ; A = 0,8/s b) V 0 = 10 35 ; A = 0,693/s 

(1) Wie viele Atome sind nach 1, 2, 5,10 Sekunden noch vorhanden? 

(2) In welcher Zeit ist nur mehr die Hälfte der Atome vorhanden? 

(3) Um wieviel Prozent nimmt die Anzahl der Atome (und damit die Masse) in jeder 
Sekunde ab? 

4.75 Die Halbwertszeit von U-235 beträgt 7,1 • 10 8 Jahre. 

1 kg U-235 enthält 1/235 kMol Atome, also 6,022 • 10 26 /235 Atome (2,56 • 10 24 Atome). 

a) Wie groß ist A? 

b) Wie viele Atome zerfallen pro Jahr in 1 kg U-235 ? 

4.76 Wie groß war der ursprüngliche Holzbestand eines Waldes, der nach 5 Jahren 5000 m 3 
Holz und nach 10 Jahren 12000 m 3 Holz enthält? 

Für den in 1,3 m Höhe gemessenen Durchmesser von Fichten gilt näherungsweise: 

i/.n = _1 _ dl.. in m 

y) 1 + e-°’ 05 <'-«» /...in Jahren 

a) Zeichnen Sie den Funktionsgraphen für den Holzbestand für 0 < t < 100. 

b) Wie groß ist der Durchmesser nach 10, 50, 80 Jahren? 

c) Wie alt ist eine Fichte mit einem Durchmesser d = 50 cm? 

4.77 Der Rohstoffvorrat der Erde ist begrenzt. 

Die in Megatonnen angegebenen Werte des exponentiell wachsenden Weltverbrauchs 
von vier Rohstoffen für das Jahr 1979 sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 


R 

Res 

V 

P 



Al 

5600 

18 

4,3 

R . 

.. Rohstoff 

Cu 

123 

4 

3,1 

Res. 

. . Reserve in Mt 

Ni 

54 

0,7 

2,9 

V . 

. . jährlicher Verbrauch in Mt 

Sn 

10 

0,24 

2,0 

P ■ 

.. jährliche Zuwachsrate des Verbrauchs in % 


Siehe Seite 66, Beispiel 6. 
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a) Wie viele Jahre 7 j reichen die Vorräte noch, wenn der Verbrauch nicht weiter 
wächst? 

b) In welcher Zeit T 2 verdoppelt sich der Verbrauch? 

c) In welcher Zeit T 3 verdreifacht sich der Verbrauch? 

d) Wie lange (T 4 ) reichen die Rohstoffe, wenn keine Neuerschließungen stattfinden? 
Anleitung: S n = K(l + g + <? 2 + . .. + q"~ A ) mit q = 1+ p/\00 

Im 3. Band wird gezeigt: S„ = V -—^ 

Es gilt also: Res = V — +f/10 ^’~ * 1 

p/ 100 

e) Wie lange (T 5 ) reichen die Rohstoffe, wenn durch Neuerschließungen das 
lOfache der heutigen Reserve vorhanden ist? 


4.8 Logarithmusleitern 


Wenn man die Werte der Funktion y=f(x) in einer bestimmten Zeicheneinheit / auf 
einer Geraden aufträgt und die Marken von /(x) mit dem zugehörigen * beschriftet, so 
spricht man von einer Funktionsleiter. 


BEISPIELE 


1 . 


Es ist eine Funktionsleiter für y = x 2 mit D = [ 0; 3] zu konstruieren. 


Schrittweise Lösung: 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


(4) 


Man wählt eine Zeicheneinheit, z. B.: / = 10 mm 

Mit dieser Wahl ist die Länge der Leiter festgelegt. Es gilt: 

/max = /1/(3) -/( 0 )] = 10 mm • [9 - 0 ] = 90 mm 
Durch die Leitergleichung 

Y= t[f(x)-f(0)], in unserem Fall Y= l -x 2 , 
ist jedem Wert x eine Strecke von der Länge zugeordnet. 


Zum Beispiel: 


X 

1 

1,5 

2 

2,5 

3 

Y (in mm) 

10 

22,5 

40 

62,5 

90 


Man beschriftet die so erhaltenen Marken mit den zugehörigen Argumentwerten. 


0 1 1,5 2 2,5 3 

3,— 

2. Es ist eine 10 cm lange Wurzelskala für y = |/x mit x e [0; 8 ] zu konstruieren. 
Schrittweise Lösung: 

(1) Die Länge der Strecke 0 — 8 soll 10 cm betragen. 

Somit gilt: / max = 10 cm = / • [/( 8 ) -/(0)] 

10 cm = l-]fs 

Somit ist / = ^ Cm = 5,00 cm 
2 

3^— 

(2) Die Leitergleichung Y= l\f(x)— /(0)] lautet somit: F=5,00 cm/i 
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(3) Wir errechnen mit Hilfe des Taschenrechners eine Wertetabelle: 


X 

0 

0,01 

0,1 

0,5 



Y (in cm) 

0 

1,08 

2,32 

3,97 



X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 7 8 

Y (in cm) 

5,00 

6,30 

7,21 

7,94 

8,55 

9,09 9,56 10,0 

Wir beschriften die Marken von Y mit 

den x-Werten. 


0 0,01 

0,1 

0,5 

1 

2 

3 4 

5 6 7 8 


Die wichtigsten Funktionsleitern für die technische Praxis sind die Logarithmusleitern, 
auch logarithmische Skalen genannt. 


Wir wählen / = 10cm; D(x) = [l, 10]. 

Es gilt dann: / max = / (lg 10 — lg 1) = 10 cm 
Leitergleichung: Y= 10 cm • log x 


X 

1 

23456789 10 

Y (in cm) 

0 

3,01 4,77 6,02 6,99 7,78 8,45 9,03 9,54 10,0 


1 


2 3 4 56789 10 


Logarithmische Skalen können wegen x = 0 => lgx-* — °o nicht mit der Marke 0 be¬ 

ginnen! 

Es gilt: lg 10 jc = lg 10 + lgx = l + lgx 

lg 100 x = lg 100 + lg x = 2 + lg x lg^ =lg-i+lgx= -1 + lgx, . . . 

Die logarithmische Leiter von 1 bis 10 ist kongruent den Leitern von 10 bis 100, von 0,1 
bis 1 usw. 


Die Herstellung von Logarithmusleitern wird oft grafisch vorgenommen: 

1. mit Hilfe des Strahlensatzes 2. mit Hilfe von Harfen * 1 




1 Tabellenbuch, 14. Aufl., Seite 20. 

Auf einem Papierstreifen wird die gewünschte Länge, z. B. 41,2 mm, aufgetragen. Der Papierstreifen 
wird so lange zur Grundseite der Harfe parallel verschoben, bis die markierten Punkte mit den die 
Harfe seitlich begrenzenden Geraden zusammenfallen. Anschließend werden auf dem Papierstreifen 
die gewünschten Teilungsmarken aufgetragen. 
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Schnell kann man eine Logarithmusleiter folgendermaßen zeichnen: Man teilt die Strecke in 
5 (bzw. 10) gleiche Teile und beziffert die Marken mit aufeinanderfolgenden Normzahlen 
R 5 (bzw. R 10). .. 7 


R 5: 
RIO: 


1 T 6 2^5 4dD 6^3 10 

1,25 2,0 3,15 5,0 8,0 


Die „Verknüpfung“ mehrerer Logarithmusleitern wird bei Rechenstäben ausgenutzt. 


Multiplikation 


lg b 


limlAnnliiiilii.ihi 


iiiiiliiiilmtl l iiiiliiiili!iir,i,i.i ,i.l..i.u.ü x 


Tiin|iniHiu | (^^^i i n7m Tm T TT mmrn T maii i i | iiii|ii i |im^i'ni | f T 7r r [ Tr T i 4 T T»T ) i n r H| i ii i |iiiiiiiiiii i ii r i)i i in X 

a 

—-Iga-^ 

- lgz=lga+lgb 


z=a- b 


Wir addieren die Strecke 
„lga“ der D-Skala und die 
Strecke „lg der C-Skala. 
Ihre Summe ist die Strecke 
„lgz“. 

Wegen lg a + lg b = lg z 
und lg a + lg b = lg (a-b) 

gilt z = a-b 


Division 


lgz = lga-lgb 



—- - »t*-'9 b -*1 

1 t 

) 

tiuAmfimliiiilmilimlmilinil i i/i 

x : 

r 

J 


z=a:b 

- lg a- 1 

c 

►1 

i 

1 


Die Division kann als Subtrak¬ 
tion zweier Strecken gedeutet 
werden. 

Wegen lg a — lg b = lg z 
lga-lg6-lg 



Proportionen 

C —1 

D - JTHr TT fflT TTTT pm T 

«*— Igsi 


ig Z 2 - 


ig zi - **j 

Zl 3 4 g Z 2 . 

Miln[iliiii|m ^miliiiilmiliiii[!iiiliiiilMiiliiiiliiiiliiiilniilmd?i^^lii.ii. 

r r | iT TT r nTqm ■0 iii|iiii|iiii|iiii| i iii|iii i|i i i i | i i ii |i i ii|iiii|l i ii|ini | (^ 


lg s 2 


x 


X 


Wir erkennen: 

\gs 2 -\gs^ = \gz 2 -\gz A 

Somit gilt: lg(f)=lg(f) 

und damit: 



Bei beliebiger Zungenstellung haben übereinanderstehende Zahlen der C- und D-Skala kon¬ 
stantes Verhältnis. 

Beachten Sie: Der Spalt zwischen dem Stab und der Zunge kann als Bruchstrich aufgefaßt 
werden. Mit einer Einstellung sind alle gleichwertigen Brüche erfaßt. 


Band 3, Geometrische Folgen. 
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4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten 



Wir erkennen den Zusammen¬ 
hang der LL-Skala mit der 
D-Skala. 

lgx = lg (lnz)-lg (ln a) 


lgx = lg 



Somit ist 


x 


ln z 
ln a 


bzw. lnz = x’-lna = ln (a x ) 


also z = a x 


AUFGABEN 

4.78 Teilen Sie die Strecke AB = 11,6 cm grafisch in 

a) 6 b) 7 c) 9 d) 13 

gleiche Teile. 

4.79 Teilen Sie eine 100 mm lange Strecke nach der Funktion 

a ) y = V* (0 < x < 100) b)j> = sinx (0 °<jc<90°) 

c) y = tan x (0 < x < 60 0 ) d) y = 5 x + x 2 (0 < x < 10) 

4.80 Zeichnen Sie logarithmische Skalen mit folgenden Einheitsstrecken: 

a) 11,2 cm b) 76 mm c) 63 cm d) 47 mm 


4.9 Logarithmusfunktionspapiere 


Doppeltlogarithmisches Funktionspapier 


X, Y sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
l x und /,. die Zeicheneinheiten. 


Wenn man beide Achsen logarithmisch teilt, so 
erhält man ein doppeltlogarithmisches Funk¬ 
tionspapier (log-log-Papier). 


Es gilt dann: 

*=41g* Y= l y lg y 


Beachten Sie: 


y 

-10 

5 

2 


P(50I5) 


2 | 5 10 20 50100 x 

—!»—-I 

X 


Die Achsen sind wie auf den im Handel erhältlichen Papieren beschriftet. 
2 zwischen den Marken 10 und 100 steht für 2-10, also für 20. 

5 zwischen den Marken 10 und 100 steht für 5-10, also für 50. 

2,12 zwischen den Marken 10 -4 und 10 -3 steht für 2,12-IO“ 4 . 

Es wurde gewählt: l x = l y = 15 mm 
Somit: X = 15 mm-lg50 = 25,5 mm 
7=15 mm • lg 5 = 10,5 mm 
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EINFÜHRENDES BEISPIEL 




Im X, F-System ist die durch die Punkte (012) und (314) gehende Gerade eine Darstellung 
der Funktion Y=^X + 2. 

In der rechten Figur sind beide Achsen logarithmisch geteilt; es wurde l x = 2 Einheiten und 
l y = 5 Einheiten gewählt. 

Es gilt: X — l x ’ lgx, also X = 2lgx Y = l r ■ \gy, also F=51gy 

Y = -jX + 2 51gy = y-21gx + 2 lgy =-ylgx + y = lgx 0 ’ 267 + lg2,51 

lg y = lg (2,51 • x 0 ’ 267 ) y = 2,51 -x 0 ’ 267 


2 

Die Gerade Y= yI+2 (kart. Koordinatensystem) ist im log-log-Papier (/ V = 2E, 
/, = 5 E) eine Darstellung der Potenzfunktion y = 2,51-x 0,267 


^ Dem Punkt (012) der linken Figur entspricht der Punkt (112,51) der rechten Figur. 

\X = 2\%x\ x = 10 T ; x = 10° = 1; y=51gj; y = 10 T ; y = 10 0 - 4 = 2,5l) 

Dem Punkt (314) der linken Figur entspricht der Punkt (31,616,31) der rechten Figur 

(x = 10* = 31,6; y = 10 I = 6,3l). 


Auf doppeltlogarithmischem Funktionspapier wird die Potenzfunktion y = ax n durch eine 
Gerade dargestellt. 

Der Exponent n beeinflußt die Steigung und der Koeffizient a den Ordinatenabschnitt 
der Geraden. .. } 


Wegen dieser Eigenschaft nennt man das doppeltlogarithmische Papier auch Potenzpapier. 


^ Zur Darstellung von y = ax" auf Potenzpapier braucht man nur die x- und y-Werte von 
zwei Punkten. 


Beweis, siehe Aufgabe 4.B8 
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4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


BEISPIELE 


6 2 

1. Die Funktionen y = 1,4 ]/x und y = -y 2 — sind für x e [1; 100] auf Potenzpapier darzu¬ 
stellen. ]/x 

Lösung 1 : 



2. Durch Messung wurden folgende Wertepaare gefunden: 


X 

2,0 

4,0 

6,0 

8,0 

10,0 

12,0 

14,0 

y 

4,2 

5,0 

5,6 

6,1 

6,5 

6,8 

7,1 


Es ist festzustellen, ob eine Potenzfunktion y = ax" vorliegt, und gegebenenfalls die 
Gleichung anzugeben. 

Lösung: 

Wir tragen die Wertepaare auf einem Potenzpapier 
auf. 

Die Punkte liegen auf einer Geraden, folglich liegt 
eine Potenzfunktion mit der Gleichung y = a •x " vor. 

y = ax" (113,5) 3,5 = a-l" a= 3,5 

y = 3,5-x" (1016,5) 6,5 = 3,5-10" => 

«=lg (6,5 13,5) «0,27 

Es liegt die Potenzfunktion y = 3,5.x 0 - 27 vor. 

Die Gerade schneidet die y-Achse im Punkt (113,5): 

Wir haben gleiche Zeicheneinheiten verwendet (/ v = /,.), folglich ist k = n =0,27 



Einfachlogarithmisches Papier 


X, Y sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem, l x und l y seien 
die Zeicheneinheiten. 


Wenn man die x-Achse gleichmäßig und die y-Achse 
logarithmisch teilt, so erhält man ein ordinatenlogarith- 
misches Papier. 


Es gilt dann: X = l x x 

y=hhy 



Der 3. Punkt dient zur Überprüfung der Zeichnung! 
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BEISPIEL 

2 

Welche Funktion stellt die Gerade Y = — X 4-2 im ordinatenlogarithmischen Papier dar, 
wenn l x = 1 E und /,. = 5 E sind? 




In der rechten Zeichnung gilt: Y=l v - lg y, also Y=5 lg y 

Y= jX + 2 5 \gy = -j-x + 2 lgy = -jjx + j => y = 

y = 2,51 • 1,36' 


Auf ordinatenlogarithmischem Funktionspapier wird die Exponentialfunktion y = ca x 

durch eine Gerade dargestellt. 

Die Basis a beeinflußt die Steigung und der Koeffizient c den Ordinatenabschnitt der 
Geraden. 


Wegen dieser Eigenschaft nennt man das ordinatenlogarithmische Papier auch Exponential- 
papier. 

^ Zur Darstellung von y = ca x auf Exponentialpapier braucht man nur die x- und y-Werte 
von zwei Punkten. 


BEISPIELE 


1. Die Funktionen y = 3 e v und y = 5-2 1 ’ 5 * sind für x e[0; 3] auf Exponentialpapier dar¬ 
zustellen. 


Lösung: 
y = 3 e v 


X 

0 

3 

2 

y 

3 

60,3 

22,2 

= 5 • 2 1,5 

X 

0 

3 

2 

y 

5 

113,1 

40 
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2. Bei Temperaturmessungen wurden folgende Wertepaare gefunden: 


t (in h) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

,9 (in °C) 

65 

53 

41 

33 

28 

21 


Es liegt vermutlich eine Gesetzmäßigkeit der Form S = k • a ' vor. 
k und t sind zu ermitteln. 


Lösung: Wir tragen die Wertepaare auf einem Exponentialpapier auf. 


Die Punkte liegen annähernd auf einer 
Geraden. Folglich gilt, wie vermutet, 
$ = k-a'. 

Aus S(0) = k -ö 0 folgt: k = 65 

Aus S(5) = 65-a s folgt: a 5 = ^ = 0,323 
und a »0,8 

Die Funktionsgleichung lautet somit 
,9 = 65 - 0 , 8 ' 



Wenn man die X-Achse logarithmisch und 


y 

2 

die F-Achse gleichmäßig teilt, so erhält man 



ein abszissenlogarithmisches Funktionspapier. 

1 

r 1 


'y 

-o 


P(8I1,5) 


2 . 5 10 20 50100 x 

—* -*1 


Auf abszissenlogarithmischem Papier wird die Logarithmusfunktion 7 = r*Ig;r + s als 

Gerade dargestellt. 


Wegen lg jc = lg a • log u x gilt dies auch für die Funktion y = r, • log a x + s mit r y = r • lg a. 


BEISPIELE 


3. 


2 

Welche Funktion stellt die Gerade y = -X + 2 im 

abszissenlogarithmischen Papier dar, wenn / v = 30 
und l y = 5 mm sind? 

Lösung: y = a -\gx + b 

(112) 2 = a-lgl + 6 b = 2 

(1014) 4=a-lgl0 + 2 a= 4 



V = 4-lgx+ 2 


1 


10 x 
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4. y = \nx ist auf abszissenlogarithmi- 
schem Papier darzustellen. 

Lösung: y = lnx 


X 

1 

100 

10 

y 

0 


4,61 

2,30 

4 = 25 mm; 

L 

= 5 mm 




AUFGABEN 

4.81 Stellen Sie die Funktion y = 3x 2 für 10 _1 <x<10 im doppeltlogarithmischen Papier 
dar und zeichnen Sie die Funktionswerte für die x-Werte 


a) 0,34 

b) 0,11 


c) 2,05 

d) 0,85 ein. 

4.82 Die Funktion 


17 

r* 



a) y= 10,5 fx 

b) y = 

c) y = 3,4 z 0 ’ 75 

ist als Gerade darzustellen. 


4.83 Stellen Sie die Funktion K n = K 0 r" für 0 < n < 10, A^ 0 = 7000 und p = 1,035 grafisch dar. 
Auf welchen Betrag wachsen 7000,— S in 9 Jahren bei 3,5% p. a.? 

4.84 Stellen Sie die Funktion S 2 = Si t ßdc im Intervall jt/2 < öc < 7t im Exponentialpapier dar. 

a) fi =0,30; S 1 = 500N b) ^=0,30; S\ = 1000 N 

c) p =0,60; Si = 500 N 


4.85 Durch Messung wurden folgende Wertepaare gefunden: 


a) x 

1,5 

2,2 

2,8 

3,5 

3,82 


y 

4,46 

5,83 

6,89 

7,90 

8,40 


b) x 

0,02 

0,565 

0,083 

0,15 

0,32 

0,75 

y 

-0,88 

0,63 

0,97 

1,8 

2,6 

3,8 


c) X 

0,125 

0,130 

0,135 

0,140 

0,145 

0,150 

0,155 


y 

13,46 

13,20 

13,00 

12,90 

12,70 

12,50 

12,45 


d) x 

0,8 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 

2,0 



y 

9,78 

22,9 

31,7 

42,2 

54,0 

67,8 



e) x 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 

4,0 

y 

13,3 

18,7 

25,8 

36,1 

49,0 

69,4 

96,5 

134 

f) X 

5,9 

8,2 

10,3 

12,6 

28,7 

36,2 

48,9 


y 

28,97 

28,62 

28,47 

28,21 

27,52 

27,38 

27,05 



Tragen Sie die Wertepaare in Funktionspapiere ein und wählen Sie jenes Papier, in 
dem der Graph der betreffenden Funktion eine Gerade ist. 

Geben Sie dann die Gleichung dieser Funktion an. 
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4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


4.86 Stellen Sie K„ = K 0 r" (r = 1+ p/100) graphisch als Funktion von 

a) K 0 für p = 5 % und n = 10 Jahre, 

b) n für K q = 15 000 und p = 7 %, 

c) r für ^o = 20 000 und n = 12 Jahre 

dar. Wählen Sie jeweils jenes Papier, in dem der Graph der betreffenden Funktion 
eine Gerade ergibt. 

4.87 Welche Funktion stellt die Gerade Y= 1,8 X + 3,4 im 

a) doppeltlogarithmischen, 

b) ordinatenlogarithmischen, 

c) abszissenlogarithmischen Papier 

dar, wenn l x = 2 Einheiten und /,. = 4 Einheiten sind? 

4.88 Ermitteln Sie mit Hilfe von Funktionspapieren die Lösungen der Aufgaben 4.65—4.71 
und 4.74-4.77. 


4.89 Ermitteln Sie jeweils die Funktionsgleichung. 


a) 




b) 



e) 





4.B8 Beweisen Sie den Satz: Auf doppeltlogarithmischem Funktionspapier wird die Potenz¬ 
funktion y = a ’X n durch eine Gerade dargestellt. 

4.B9 Beweisen Sie den Satz: Auf ordinatenlogarithmischem Funktionspapier wird die 
Exponentialfunktion y = c a x durch eine Gerade dargestellt. 

4.B10 Beweisen Sie den Satz: Auf abszissenlogarithmischem Funktionspapier wird die Funk¬ 
tion y = r • lg*-I-^ als Gerade dargestellt. 
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4.10 Die Funktion R (t) = e ' T ’ 

Die Lebensdauer aller Geräte einer Charge ist nicht gleich groß. Sie hängt von vielen zufäl¬ 
ligen Einflußgrößen ab. 

Mit Hilfe der Statistik können wir Vorhersagen, wieviel Prozent funktionierende Geräte zu 
einem bestimmten Zeitpunkt zu erwarten sind. Diese Information ist sehr wichtig für die Pla¬ 
nung von Service- und Reparaturarbeiten sowie für die Bereithaltung von Ersatzteilen. 

R (r) ist die Überlebenswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t. 

R (/) entspricht dem Anteil der Geräte, die zum Zeitpunkt t noch funktionieren werden. 
G(t) ist die Ausfallswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t. 

G(t ) entspricht dem Anteil der Geräte, die zum Zeitpunkt t schon ausgefallen sein werden. 


s 


G« = 1-K(0 


In der technischen Statistik nimmt man meist folgende Gesetzmäßigkeit an: 



b heißt Ausfallssteilheit 


T heißt charakteristische Lebensdauer 


Für t = T gilt: 



R(t) 

1,0 



0,5 


0 


2 


3 


4 


5 


6 t 


























80 


4. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen 


BEISPIELE 

1. Eine Charge von Geräten hat eine charakteristische Lebensdauer von 2,5 Jahren, 
a) 6 = 1 b) 6 = 3 

Für diese Geräte gewährt der Lieferant eine Garantiezeit von 6 Monaten. 

Wieviel Prozent der Geräte werden voraussichtlich innerhalb der Garantiezeit aus- 
fallen? 

-U) b 

Lösung: G = 1 - R (t) = 1 - e v T} 

T= 2,5 Jahre, t = 0,5 Jahre; t/T= 0,5/2,5 = 0,2 

a) G (0,5) = l-e-°’ 2l = 0,18127 

b) G (0,5) = 1 -e" 0 ’ 23 = 1 - e-°' 008 = 0,00797 

a) 18,1% 1 der Geräte werden voraussichtlich innerhalb von 

b) 0,8% j 6 Monaten ausfallen. 


2. Eine Firma gewährt für ein Gerät 2 Jahre Garantie. Es ist bekannt, daß für die Aus¬ 
fallssteilheit des Geräts gilt: a) 6 = 1 b) 6 = 2,5 

Wie groß muß die charakteristische Lebensdauer mindestens sein, damit während der 
Garantiezeit voraussichtlich höchstens 5% der Geräte ausfallen? 

Lösung: R ( t ) = e _(, /r) 6 

Für t = 2 Jahre muß gelten: R (2 Jahre) = 0,95 

a) 0,95 = e-( 2/ ^ 

ln 0,95 = -2/T T=- =38,99 T> 39 Jahre 

ln 0,95 - 

b) 0,95 = e -(2/r)2 ' 5 

ln 0,95 = - (2/ r) 2 ’ 5 - ln 0,95 = (2/ T) 2 5 'f - ln 0,95 = 2/T 

2 

T = — 5 -= 6,56 T > 6,56 Jahre 

V - ln 0,95 


3. 


Die charakteristische Lebensdauer eines Bauteils beträgt 2 • 10 7 Stunden, b = 1,5. 
Nach welcher Zeit sind voraussichtlich 10% der Bauteile ausgefallen? 


Lösung: R {t) = e~ (,/T)b mit F=2-10 7 h und 
0,90 = e"fc^ ^ ’f - In 0,90 = => 


6 = 1,5 

i,5.- 

t = 2 • 10 7 • V - ln 0,90 = 4,5 • 10 6 

t = 4,5 • 10 6 Stunden 


4. Die charakteristische Lebensdauer eines Geräts beträgt 5,5 Jahre. Nach 2 Jahren funk¬ 
tionieren noch 85 % der Geräte. 

Wie groß ist ein Schätzwert für 6? 

Lösung: R ( t ) = m it t = 5,5 Jahre 

Für t = 2 Jahre gilt: R (2 Jahre) = 0,85 
0,85 = e~ (2/5 ’ 5)Ä ^ -ln 0,85 = (2/5,5 ) b 

ln (-ln 0,85)= b -ln (2/5,5) => *=^j^7J^ =1 > 796 


6 = 1,8 
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5. Bei einem Dauerversuch fallen in den ersten 20 Stunden 50 von 5000 Bauelementen 
aus. 

Es ist: a) 6 = 1 b) 6 = 1,8 

Wie groß ist der Anteil der Bauelemente, die nach 100 Stunden noch funktionieren? 
Lösung: 

Nach den ersten 20 Stunden funktionieren noch 4950 Bauelemente, folglich ist 
R (20) = 4950/5000 = 0,99 

/Ai _20 

a) b = 1 R{t) = e ' T ' => R (20) = e r 

- 20 /T = ln 0,99 T= 1990 h 

100 

R (100) = e 1990 R (100) = 0,95099 

b) = 1,8 R(t) = e-^ /T >'-‘ 

R (20) = 0,99 = e -(20/71 '' s => -(20/r)>’ 8 = ln 0,99 

20/r = ( - ln 0,99) 1/u r= 257,6 h 

_ / 100 \ 1,8 

R (100) = e ' 257 - 6 ' R (100) = 0,8335 

Nach 100 Stunden funktionieren noch a) 95,1%, b) 83,4% der Bauelemente. 


AUFGABEN 

4.90 Eine Serie von Transistoren hat eine charakteristische Lebensdauer von 1500 Stunden. 
Nach welcher Zeit fallen voraussichtlich a) 70%; b) 85%; c) 90% der Transistoren 
aus? 

Rechnen Sie mit b = 1. 

4.91 Angabe wie in 4.90. Rechnen Sie mit b = 2. 

4.92 Eine Serie von Transistoren hat eine charakteristische Lebensdauer von 1200 Stunden. 
Nach welcher Zeit sind voraussichtlich noch a) 15%; b) 25%; c) 35% betriebsbereit? 
Rechnen Sie mit b = 1. 

4.93 Angabe wie in 4.92. Rechnen Sie mit b = 1,7. 

4.94 Die charakteristische Lebensdauer von Dioden beträgt 10 6 Stunden. 

Rechnen Sie mit a) b = 1; b) b = 2,3. 

Nach welcher Zeit sind voraussichtlich 60% der Dioden ausgefallen? 

4.95 Nach 4000 Stunden sind a) 5%; b) 8%; c) 10%; d) 20% einer Serie von Dioden aus¬ 
gefallen. 

Berechnen Sie mit b = 1 die charakteristische Lebensdauer. 

4.96 Nach den ersten zwei Jahren Betrieb von elektrischen Geräten soll deren Ausfall 
kleiner als 3% sein. 

Wie groß muß mit a) 6 = 1; b) 6 = 2 die charakteristische Lebensdauer dieser Geräte 
mindestens sein? 

4.97 Bisher sind während der Garantiezeit von 6 Monaten 2% der Geräte ausgefallen. 

Es gilt 6=3. 

Der Hersteller überlegt nun, die Garantiezeit auf 1 Jahr zu verlängern. 

Wieviel Prozent der Geräte werden voraussichtlich während der einjährigen Garantie¬ 
zeit ausfallen? 

4.98 Die charakteristische Lebensdauer von Trioden beträgt 3 • 10 4 Stunden. 

Nach 3 • 10 3 Stunden sind 4% der Trioden ausgefallen. 

Wie groß ist 6? 









5. Komplexe Zahlen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe komplexe Zahl, Realteil, Imaginärteil, imaginäre Einheit und Komponentendarstellung 
einer komplexen Zahl erklären; 

■ die Begriffe Gauß-Zahlenebene, komplexer Zeiger, Betrag einer komplexen Zahl und Polarform 
einer komplexen Zahl erklären; 

m komplexe Zahlen in der Gauß-Zahlenebene darstellen; 

■ in Komponentendarstellung gegebene komplexe Zahlen in der Polarform darstellen; 

■ in Polarform gegebene komplexe Zahlen in Komponentenform darstellen; 

■ die Grundrechnungsarten mit komplexen Zahlen durchführen; 

■ die grafische Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von komplexen Zahlen be¬ 
schreiben; 

■ die Exponentialform einer komplexen Zahl a +j b angeben; 

■ die Euler-Formel &V = cos (p + jsin (p angeben; 

■ die Formeln ; r\) ■ {(p2 \ r 2 ) + (f>2‘, h ' r 2 ) 

(<Pi; > 1 ): (<Pi ; r 2 ) — {(p\ — (p 2 \ r t : r 2 ) (<p; /•)"=(«<?; r n ) angeben; 

■ die Begriffe Kreisteilungsgleichung und Einheitswurzel erklären. 


5.1 Erklärungen 

Bei den bisherigen Betrachtungen über Zahlen sind wir von den natürlichen Zahlen ausge¬ 
gangen. Um alle Grundoperationen bis zur dritten Stufe (mit Ausnahme der Division durch 
Null) uneingeschränkt durchführen zu können, haben wir diesen Bereich schrittweise zum 
Bereich der reellen Zahlen erweitert. 

In der Menge der reellen Zahlen besitzt die Gleichung x 2 + l = 0 keine Lösung, weil für 
alle a e IR gilt; a 2 >0. 

Um die in U nicht lösbaren Gleichungen 

a) v 2 = — 1 b) x 2 = — 4 c) x 2 =— a (aeU + ) 

lösen zu können, müssen wir die Menge der reellen Zahlen erweitern zur Menge der 
komplexen Zahlen 1 , die wir mit C bezeichnen. Es ist zweckmäßig, diese Zahlen als geordnete 
Paare reeller Zahlen einzuführen, die bestimmten Verknüpfungsaxiomen genügen. 


Unter einer komplexen Zahl verstehen wir ein geordnetes Paar ( a; b ) reeller Zahlen a 
und b, das den folgenden Vorschriften genügt: 

1. (a ; b) = (c; d) <=> a = c a b = d 

Zwei komplexe Zahlen ( a; b ) und ( c; d ) heißen genau dann einander gleich, wenn 
sowohl fl = c als auch b = d gilt. 

2. Die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen sind durch folgende 
Vorschriften definiert: 

(a; b) + (c\ d) = (a + c ; b + d) 

(a; b) ■ (c ; d) = (ac—bd\ ad+bc ) 


Durch die obigen Definitionen sind auch die Subtraktion und die Division komplexer 
Zahlen indirekt festgelegt. 


complexus (lat.) ^ zusammengefaßt 
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Bezeichnungen: 

Komplexe Zahl: z = (a; b ) a, b e U 

a, die 1. Zahl des geordneten Paars ( a; b ), heißt 1. Komponente oder Realteil von z. 

Man schreibt: a = Re (z). 

b, die 2. Zahl des geordneten Paars ( a; b ), heißt 2. Komponente oder Imaginärteil von z. 

Man schreibt: b = Im (z). 

(a; 0) ist eine reelle Zahl, 

(0; b ) ist eine imaginäre Zahl. 

(1; 0) = 1 ist die Einheit der reellen Zahlen. 

(0; l)=j ist die Einheit der imaginären Zahlen. 


Es gilt: j 2 =— 1 


Die Menge U der reellen Zahlen und die Menge der imaginären Zahlen sind Teilmengen der 
Menge C der komplexen Zahlen. 


Wir können nun die in Band 1 gegebene Übersicht über Zahlenmengen erweitern: 



komplexe Zahlen 

i 


r 

reelle Zahlen 

i 


i 

imaginäre Zahlen 

r 

rationale Zahlen 

i 


irrationale Zahlen 

i 


i i 

ganze Zahlen gebrochene Zahlen 

1 

r 

algebraisch 
irrationale Zahlen 

1 

transzendente 

Zahlen 

r 

negative 
ganze Zahlen 

i 

natürliche 

Zahlen 




Bei der Erweiterung von R zu C wurde die Permanenz der Rechengesetze gewahrt. Die 
Addition und die Multiplikation erfüllen das kommutative Gesetz. Auch die Subtraktion 
und die Division [die komplexe Zahl (0; 0) als Divisor ausgenommen] führen wiederum auf 
komplexe Zahlen. 

Die Beziehungen > und < sind zwischen nichtreellen Zahlen nicht mehr gültig. 

Es hat daher keinen Sinn, bei solchen Zahlen von „größer“ oder von „kleiner“ zu sprechen. 


Jede komplexe Zahl z = {a; b ) läßt sich in der Komponentenform 


schreiben. 


z = a + b j a, b e IR 


Beweis: z = {a; b)= (a;0) + (0; b) = (a;0) + b -(0; 1) = a + b j 
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In der Elektrotechnik und in der Nachrichtentechnik werden komplexe Größen zur Unter¬ 
scheidung vom Betrag dieser Größe durch Unterstreichen gekennzeichnet. 

Z. B.: U, /, Z 
BEISPIELE 

1. (1; 3) = (1; 0) + (0; 3) = l + 3j 2. (2; -5) = (2; 0) + (0; — 5) = 2 — 5j 

3. (6; — 7) = (6; 0) + (0; -7) = 6-7j 4. (0; 0) = (0; 0) + (0; 0) = 0 

Durch die Einführung der komplexen Zahlen sind wir imstande, die anfangs genannten 
Gleichungen x 2 = — 1 und x 2 = — 4 und x 2 = — a zu lösen. 

(0; 1) und (0; —1) befriedigen x 2 = — 1, wie aus 
(0; 1)’(0; 1) = (0 — 1; 0 + 0) = ( — 1; 0) ersichtlich ist. 

Die komplexen Zahlen (0; 2) und (0; —2) befriedigen x 2 = —4. 

Die komplexen Zahlen (0; j/^) und (0; — ][ä) befriedigen x 2 = — a, wie aus 
(0; Yä) • (0; yä) = (0 — a; 0 + 0) = (— a; 0) und 
(0; — lAö) •((); — Yä) = { — a; 0) zu ersehen ist. 

5.2 Rechnen mit komplexen Zahlen 


Die komplexen Zahlen sind so definiert, daß man mit ihnen, wenn sie in der Form 
a + b j dargestellt sind, wie mit Binomen reeller Zahlen rechnen kann. Es ist zusätzlich 
lediglich die Beziehung j 2 = —1 zu beachten. 

Zi + z 2 = (a 4 - b j) + (c + d]) = (a + c) + (b + d) j 

z\ ~ *2 = (ö + b j) - (c + d]) = (a - c) + (b - d) j 

Z\ • z 2 = (a + b j) (c + d j) = (ac - bd ) + (ad -I- bc) j 


Man bezeichnet komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen ihrer Imaginärteile 
voneinander unterscheiden, als konjugiert komplexe Zahlen * 1 . 

Z. B.: z = 3 + 4j und z* = 3 — 4j; z 1 = 6 — 7j und zf = 6 + 7j; 

Es ist 5j die Konjugierte von — 5j und umgekehrt. 

Jede reelle Zahl ist zu sich selbst konjugiert. 

z + z* = (a 4- b j) + (a — b j) = 2 a z — z* = (a + b j) — (a — b j) = 2 b j 


z • z* = (a 4- b j) (a — b]) = a 2 + b 2 


Die Divisionsaufgabe ~ ^ ^ ^ j ist für alle z 2 =l=0 ausführbar 3 . 

Bei Divisionen mit komplexem Divisor wird zunächst der Nenner in eine reelle Zahl verwan¬ 
delt: Man erweitert den Bruch mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl. 
z-i a + b] a + b j c — d] ac + bd bc — ad . 

z 2 c+d] c+dj c—d j c 2 + d 2 c 2 + d 2 * 


1 conjugare (lat.) = verbinden 

2 Beachten Sie: Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen ist eine reelle, positive Zahl. 

3 z 2 *0 o c + 0 v d= 1=0 
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Z\ \ 1 

Ein wichtiger Sonderfall von — ist — =-— 

z 2 z a + b j 

Man nennt - die zu z reziproke komplexe Zahl. 


a — b j a b 

a 2 + b 2 a 2 + b 2 a 2 + b 2 


J 


BEISPIELE 


1 . 

3. 

4. 


_J_ fLz± = fL l: 2 

1^ + j 2 + 1 J _ 3_ ^ j f — 1 

1 12 5 . 

12 - 5j “ 169 + 169 J 

4 + 3j _ 4 + 3j 7 + 2j _ (28 — 6) + (21 + 8)j 22 ^29. 

7 — 2j 7 — 2j 7 + 2j 49 + 4 " 53 + 53 J 


Es zeigt sich nun, daß die Definition z x z 2 = ac — bd + (ad + bc) j sinnvoll ist. 
Man erhält auch formal: 

(a + b]) • (c + d]) = ac + ad j + bc j — bd = (ac — + (ad + 6c) j 


Wir betrachten nun die ganzzahligen Potenzen der imaginären Einheit j. 

Wir haben bereits gezeigt, daß aus der Definition der komplexen Zahl als reelles Zahlenpaar 
mit bestimmten Eigenschaften die Beziehung j 2 = —1 folgt. 


Es gilt somit: 

j ,= j j ! =-i j 3 =j 2 -j=-j j 4 =j 2 p=+i 

j 5 =j 4 -j=j j 6 =j 4 -j 2 =-i j 7 =j 4 -j 3 =-j j*=j 4 -j 4 =+i 


Für n s Z gilt: 




j 4 "=+i 

j 4,,+1 =j 

j 4 " +2 =-l 

j 4 - +3 = -j 


Formulieren Sie die oben gewonnenen Erkenntnisse und beweisen Sie die letzten Formeln für 
negative ganze Exponenten. 

Mit Hilfe dieser Regeln und des Binomischen Lehrsatzes kann man Potenzen komplexer 
Zahlen berechnen. 


BEISPIELE 


5. 


6 . 


7. 


(3 + j) 3 = 3 3 + 3 • 3 2 • j + 3 • 3 • j 2 + j 3 = 27 + 27j + 9 j 2 + j 3 = 27 + 27 j — 9 — j 

= 18 + 26 j (3 + i) 3 = 18 + 26 j 

(2 — 3 j) 5 = ? (fl + 6) 5 = a 5 + 5<2 4 6 + 10a 3 6 2 + 10a 2 6 3 + 5a6 4 +6 5 

= 32 — 5 * 16 * 3 j +10 - 8 * 9 j 2 —10 * 4 - 27 j 3 + 5 • 2 * 81 j 4 — 243 j 5 
= 122 +597 j (2 — 3 j) 5 = 122 + 597 j 


(2 + 3 j)“ 2 = ? 


Lösung: 

1 

2 + 3j “ 
1 

(2 + 3 j) 2 


1 2 — 3 j 

2 + 3j 2 — 3j 


2 — 3j 
4 + 9 



4 - 12j - 9 


2 — 3j 
13 

5 

: “ 169 


12 . 
169 J 


(2 + 3 j) — 2 = 


5 _ 12 . 

169 169 J 


169 
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AUFGABEN 


z 2 = 3+j 
*6 = /3+j 


23 = -4+j 
z 7 = 2-5j 


z 4= — 9 — 2 j 
z 8 = 3-5j 



z i = 6 — 4 j 
25=1/3—j 
Berechnen Sie: 
a) z-j + z 2 
d) z 5 + z 6 
g) z 5 - z 4 - Z! 

Zi *z 2 
Zi — z 7 • z 8 
_fl_ 
z 2 

Es gelte z = z*. Welche besondere Gestalt hat z? 

Zerlegen Sie die folgenden Summen in die einfachsten Produkte zweier konjugiert 
komplexer Zahlen a, b, c, d, x, y eR: 

a) c 2 + d 2 b) 9 a 2 + 25 b 2 c)\6a 2 + 25b 2 

d) x 2 + 1 e) fl 2 + 5 f ) x 2 + y 2 


5.04 Es sei z = a + b] und z*= a — bj. 

a) Berechnen Sie ^ (z + z *) und ^7 (z - 
c) Zeigen Sie: (z A + z 2 )* = zf + zf 
e) Zeigen Sie: (z t • z 2 )* = zf • zf 


z*) b) Zeigen Sie: (z*)* = z 

d) Zeigen Sie: (z, — z 2 )* = zf — zf 
f) Zeigen Sie: ( —) 




5.05 


Berechnen Sie: 
a) (5 — 2j ) 2 


b) (4 + 7j) 3 


c) (l- 2 j ) 4 


5.3 Veranschaulichung komplexer Zahlen 
Veranschaulichung durch Punkte der Zahlenebene 

Wir haben reelle Zahlen durch Punkte auf der 
Zahlengeraden veranschaulicht. Carl Fried¬ 
rich Gauß (1777—1855) schlug vor, komplexe 
Zahlen durch Punkte in einer Ebene — man 
nennt sie Gauß-Zahlenebene — zu veran¬ 
schaulichen. 

Wir ordnen der komplexen Zahl z = a + b j 
jenen Punkt Z zu, der die Abszisse a und die 
Ordinate b besitzt. 

Auf diese Weise läßt sich jedem Punkt der 
Gauß-Zahlenebene umkehrbar eindeutig 
eine komplexe Zahl zuordnen. 

Der Ursprung repräsentiert die Zahl 0 + 0-j. 

Den Punkten der Abszissenachse entsprechen die reellen Zahlen, den Punkten der Ordina- 
tenachse die imaginären Zahlen. Man spricht daher von reeller und von imaginärer Achse. 


3j 

b 

2j 

j 

imaginäre Achse 

Z 



-2 -1 0 

1 a 2 3 

-] 


reelle Achse 

-2j 
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Veranschaulichung durch Zeiger 1 


lm(z) 

3j 


2j 


j 


0 1 2 



Wir verbinden den Bildpunkt Z der komplexen Zahl 
z = a + b j mit dem Ursprung des Koordinatensystems. 

Die komplexe Zahl z ist nun durch den Zeiger OZ darge¬ 
stellt. 

Die Maßzahl der Länge r der Strecke OZ ist ]/a 2 + b 2 . 
Wir nennen ]/a 2 + b 2 den absoluten Betrag oder Betrag 
oder Modul 2 der komplexen Zahl z und schreiben 

| z | = \a + bj\ = 1/a 2 + b 2 . .. . 3 

3 Re(z) Zum Beispiel: Für z = 2 + 3j ist | z | = |/LÜ 


Jedem Punkt der Gauß-Zahlenebene läßt sich umkehrbar eindeutig ein Zeiger zuordnen. 


Der gerichtete Winkel cp, den der Zeiger mit der positiven Richtung der reellen Achse 
einschließt, heißt Argument oder Polarwinkel der komplexen Zahl z. Man schreibt: 
cp — arg z .. . 4 


3 

Für z = 2 + 3j ist tan cp = - und somit cp = 56,3°. 


, b 
tan cp =- 


Wir nennen den Ausdruck r(cos (p +j sin<p), für den wir kurz (cp; r) schreiben, die 

Polarform der komplexen Zahl a + b]. 

(pH* cos (p und cp i-+ sin (p sind für alle cp e R definiert. Es ist daher auch der 
Term r(cos cp +j sin cp) und somit die komplexe Zahl ( cp; r ) für alle cp e IR definiert. 

Wegen cos {cp + k • 360°) = cos cp und sin {cp + k • 360°) = sin cp (mit k e Z) gilt: 

{cp + k ■ 360° ; r ) = (cp; r ). 

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der Gauß-Zahlenebene (mit 
Ausnahme des Pols) und den Polarkoordinaten cp und r erhält man für die Argumentmenge 
{cp | —90° < <270°}. ... 5 


1 Statt Zeiger, der die komplexe Zahl z darstellt, sagt man kurz komplexer Zeiger z oder, wenn keine Ver¬ 
wechslung zu befürchten ist, einfach Zeiger z. 

2 modulus (lat.) = Maß 

3 Beachten Sie: Für z — (a; 0) ist | z | = ]/ÖL Es liegt also eine Verallgemeinerung des Begriffs „Betrag 

einer reellen Zahl“ vor. 

4 Für die komplexe Zahl 0 gilt 101 = 0. arg (0) ist nicht definiert. 

5 Die Wahl des Intervalls [ — 90°, 270° [ statt des üblichen Intervalls [0, 360° [ hängt mit dem Werte¬ 
bereich ] —90°, +90°[ der arctan-Funktion zusammen. 


Leicht sind die folgenden Zusammenhänge erkennbar: 


a = r cos cp 
b = rsmcp 


Es gilt daher: 


| z | = r = j/ß 2 + b 2 
z = a + £j = r(cos<p+j sin<p) 
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Jede komplexe Zahl z = (a ; b) = a + b j =1= 0 läßt sich in der Form 

z = ((p; r) = r(cos(p+) sin<p) re(R + , — 90°<<p<270° 
umkehrbar eindeutig darstellen 1 . 


Bei der Berechnung des Winkels (p müssen wir beachten, in welchem Quadranten der Bild¬ 
punkt liegt! 


z liegt im Quadranten 

a 

b 

(p liegt zwischen 

tan (p 

1 

+ 

+ 

0° und 90° 

+ 

2 

- 

+ 

90° und 180° 

- 

3 

- 

- 

180° und 270° 

+ 

4 

+ 

- 

-90° und 0° 

- 


Es ist selbstverständlich, daß man diese Tabelle nicht auswendig lernt, sondern im Einzelfall 
durch Anfertigen einer Skizze schnell und sicher zur richtigen Lösung kommt. 


Die arctan-Funktion liefert jeweils einen Wert zwischen —90° und +90°, den wir mit 
(p* bezeichnen. 

Es gilt dann — für den 4. und 1. Quadranten (p = (p* 

— für den 2. und 3. Quadranten (p = 180° + <p* 


BEISPIELE 2 

1. Die komplexe Zahl z = 4 + 3j soll auf die 
Polarform gebracht werden. 

Lösung: 

z = 4 + 3j r = |/l6 + 9 =5 

Weil a und b positiv sind, liegt der Bildpunkt 
im ersten Quadranten, (p muß daher zwischen 
0° und 90° liegen! 

3 

tan<p=- => (p = 36,9° 

z = 5 (cos 36,9° + j sin 36,9°) 



2 . 


Die komplexe Zahl z=—2 —3j soll auf die 
Polarform gebracht werden. 

Lösung: 

z= — 2 — 3 j r = j/4 + 9 = l/l3~ = 3,61 
a und b sind negativ, daher 180° < (p < 270° 
tan<p=| => (p* = 56,3° 

cp = 180° +(p* = 236,3° 

z = 3,61 (cos 236,3° +j sin 236,3°) 


lm(z) 



Statt — 90°<<j9<270° schreibt man auch — n/2< (p <3 71 /2. 
Winkel sind hier mit 1 Nachkommastelle angegeben. 
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3. 


Bringen Sie die komplexen Zahlen z^ = { 120°; 6) und z 2 = ( — 30°; 4) auf die Form 
a + b j. 


Lösung: 




a = r cos (p 
b = rs\rup 


a=6 cos 120° = — 6 • 1= —3 
2 

6 = 6 sin 120° =6 • Jy- = 3]/3" 
z 1= - 3 + 3]/3~j 


a = 4cos(-30°) = 4- Jy = 2l/3~ 
6 = 4sin(-30°)= -4-y= -2 
^2 = 2 ]/3~ — 2 j 


Schneller kann man die Umrechnung von der Komponentenform in die Polarform und um¬ 
gekehrt auf folgende Weise durchführen: 


Umrechnung R^P: (a \ b)^((p; r ) 




Wir rechnen nun die Beispiele 1 bis 3 mit Hilfe dieser Einstellungen. 


1. 4 x, y 

3 INV P^R 5 x :y 36.9 z = (5; 36,9°) 


-2 

-3 

x, y 
INV 

P-R 

3.61 

x : y 236.3 

z = (3,61; 236,3°) 

6 

120 

x, y 

P-»R 

-3 

x:y 

5.20 

z, = (— 3; 5,20) 

4 

-30 

x, y 

P-R 

3.46 

x:y 

-2 

z 2 = (3,46; -2) 
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AUFGABEN 

5.06 Verwandeln Sie in die Polarform: 

3 — 5 j b) 6 — 7 j 

d) (3; -2) $ ( 2; 3 ) 

5.07 Stellen Sie die durch r und (p gegebenen 
r (cos (p + j sin (p) dar. 

a) r = 3; (p = 78° b) r = 1; <p = 135° 

71 

d) r = 5; (p = — — e) r = 1; q> = n 

5.08 Stellen Sie die in 5.07 gegebenen Zahlen in der Form a + b j dar. 
5.09 Zeichnen Sie die in 5.06 und 5.07 gegebenen komplexen Zeiger. 

5.10 Zeichnen Sie einige komplexe Zeiger, für die \z\ = 3 gilt. 

5.11 Zeichnen Sie einige komplexe Zeiger, für die (p = 120° gilt. 


c) —4 + 8j 
0 (0; -7) 

komplexen Zahlen in der Form 
c) (-60°; 6) 

0 (-}*; s) 


5.4 Rechnen mit komplexen Zeigern 


Addition und Subtraktion 


Im(z) 

lm(z) 

z 2 -z, 

Z2 

0 

Re(z) 0 

Re(z) 


Wir bezeichnen der Einfachheit halber im allgemeinen den 
lenden Zeiger mit dem gleichen Symbol wie die Zahl selbst. 



AUFGABEN 

5.12 Addieren Sie grafisch: 

a) (4 + 3j) + (7 + 2j) b) (2 —3j) + (3 —5j) + (4 + 7j) c) (-4; -6) + (5; -2) + (-4; 8) 

5.13 Ermitteln Sie grafisch: 

a) (5 + 6j) — (34-2j) b) (5 + 9j)-(6-2j)-(-3 + 4j) c) (2; -5) + (7; -2)-(9; -5) 


Multiplikation 

Der Multiplikation einer komplexen Zahl z mit 
einer positiven reellen Zahl A entspricht 
für A > 1 eine Streckung 

für 0<A<1 eine Stauchung des die Zahl z dar¬ 
stellenden Zeigers. 

Der Multiplikation einer komplexen Zahl z mit 
j " (« e i\l) entspricht eine Drehung des Zeigers z 
um n -90° im positiven Sinn. 
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lm(z) 

lm(z) 

lm(z) 

lm(z) 


jz 

, N 

N 

^0. 

aa - c 

z iZ \ 

K 

z 

0 

Re(z) 0 

Re(z) > ' 

.2 * 
j z=-z 

0 Re(z) o 

Y Re(z) 
'-jz 


^ Der Multiplikation zweier komplexer Zahlen entspricht eine Drehstreckung (oder eine Dreh¬ 
stauchung) der zugeordneten Zeiger. 


Zi • z 2 = (<pi; rO • (<p 2 ; r 2 ) = (<?i + (p 2 \ r x • r 2 ) 

Man multipliziert komplexe Zahlen in Polarform, indem man ihre Absolutbeträge multi¬ 
pliziert und ihre Polarwinkel addiert. 


Dieser Satz wird auf Seite 94 bewiesen. 

BEISPIELE 

1. Gegeben sind: 

z x = 1,2 (cos 40° + j sin 40°) 
z 2 = 0,8 (cos 20° +j sin 20°) 

Gesucht ist: z = z x • z 2 

Rechnerische Lösung: 
r = r- [ r 2 = 0,96 (p = (p^ + (p 2 = 60° 

z — 0,96-(cos 60° +j sin 60°) 

= 0,4800+ j 0,8314 

Grafische Lösung: 

Beachten Sie die Proportion: 

|z|: kil = \z 2 \ :1 

Lösungsweg: 

1. (p = (p^ + q >2 * 1 2 - r = h-r 2 

^ Die Zeigeraddition (bzw. -Subtraktion) ist eine Vektoraddition (bzw. -Subtraktion). 

Die Zeigermultiplikation ist keine Vektormultiplikation. 

2. Gegeben sind: Z! = (2; 1) und z 2 = (2; —1). 

Gesucht ist z^-z 2 . 

Grafische Lösung: Rechnerische Lösung: 
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3. Gegeben sind: z x = (327° ; 4) und z 2 = (290° ; 7). 

Es ist rechnerisch z, • z 2 zu ermitteln. 

Lösung: 

z — Z\ -z 2 = {(p A +(p 2 \ -r 2 ) 

r v r 2 = 28 (p x + (p 2 = 327° + 290° = 617° ^ 617° - 360° = 257° 
(327° : 4) • (290°: 7) = (257°: 28) = - 6.2986 - i 27,2824 


AUFGABEN 

5.14 Lösen Sie die folgenden Multiplikationen grafisch: 

a) (2—j) (4 + 3j) b) (— 6 — 2j) (3 — 4j) c) (7-2j) (-4 + 3j) 

d) (7 - 2 j) (- 7 + 2 j) e) (72° ; 3) • (110° ; 2) • (290° ; 2) f) (0° ; 2) • (120° ; 3) • (240°; 4) 

Führen Sie die Proben numerisch durch! 

5.15 Wie heißt der Zeiger, der bei Drehung von a) 4 + 2j um 60° 

b) 5 — 3j um 90° c) -6 + 2j um 120° d) -5 + 3j um 180° entsteht? 

Der Zeiger mit dem Betrag r und dem Argument cp 
wird auf das A>fache gestreckt und um den Winkel oc 
gedreht. 

Welche komplexe Zahl stellt jeweils der neue Zeiger 
dar? 



r 

<P 

k 

oc 

a) 

3 

30° 

3 

60° 

b) 

4 

47° 

2 

-80° 

c) 

6 

150° 

1/2 

52° 


Division 


Der Division komplexer Zahlen entspricht eine Drehstauchung (oder eine Drehstreckung) 
der zugeordneten Zeiger. 


_ Qi; n) 

z 2 (<p 2 ; r 2 ) 


(«” - t) 


z 2 4= 0 


Man dividiert zwei komplexe Zahlen in Polarform, indem man ihre Absolutbeträge 
dividiert und ihre Polarwinkel subtrahiert. 


Dieser Satz wird auf Seite 94 bewiesen. 

BEISPIELE 

1. Gegeben sind: 

Z! = 2,5 (cos 100° +j sin 100°) 
z 2 = 1,5(cos 20° + j sin 20°) 
Gesucht ist: z = z^ \ z 2 

Rechnerische Lösung: 

r = ~ = j <p = ( p^- < p 2 = 80° 

z = -j- (cos 80 ° + j sin 80 ° ) z = (0, 


lm(z) 

9 2 

Zl \ 


\ ^ 

z /\ \ 

\j 

■ / \ 

1 , 64 ) r 

\ \ 


/ \X^fz 2 



|:1 0 

1 Re(z) 


Grafische Lösung: 

1. (p = (px-(p 2 

2. Lösen der Proportion: | z x \: | z 2 1 = | z |: 1 
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2. Gegeben ist z = ^20°; yj. Gesucht ist die zu z reziproke Zahl z v 
1 1 

Rechnerische Lösung: z t = - => h=- und <^ = 0 — (p = — (p 

Es ist also r 1= | und (p A = - 20° Zl = ( -20°; yj = 0,6265 - j 0,2280 


AUFGABEN 


5.17 Berechnen Sie den Betrag und den Polarwinkel: 

1 1 hl 1 , 1 1 1 1 

Z^+jJtj R 2 -\-]X 2 Z^+jXi R 2 + )X 2 /? 3 +j2f 3 

5.18 Lösen Sie die folgenden Rechnungen grafisch: 

a) (9 — 2j): (3 +j) b) (- 16+5j): (2-j) c) (-24-15 j): (-8 + 3 j) 

d) (17; — 6): (3; 4) e) 30 [cos (- 15°)+j sin (-15°)]: 5 (cos 125° +j sin 125°) 

Führen Sie die Proben rechnerisch durch! 


5.19 Wie heißt der Zeiger, der bei Drehung von 

a) 6 — 3 j um —60° b) 5 + 5 j um —30° 

c) — 9 + 6 j um —90° d) — 3 — 4 j um —120° entsteht? 



r 

(p 

a 

k 

a) 

5 

o 

O 

-70° 

3 

b) 

9 

120° 

-30° 

6 

c) 

10 

70° 

-50° 

5 

d) 

3 

-150° 

-27° 

2 

e) 

20 

312° 

-82° 

4 


Wie heißt der Zeiger z u der durch Drehen ( cc ) 
und Stauchen (1 : k) aus dem Zeiger z (<p; r ) her¬ 
vorgeht? 


5.5 Exponentialform komplexer Zahlen 

Ohne Beweis sei angeführt, daß zwischen den Exponentialfunktionen und den Kreisfunk¬ 
tionen die folgende Beziehung besteht. 


s 


Euler-Formel: = cos<p+j s'uup 


Mit Hilfe der Euler-Formel läßt sich jede komplexe Zahl in der Exponentialform r • e J<0 dar¬ 
stellen: 



1 Wir gehen hier nicht näher auf diese Beziehung ein. 

Wir betrachten zunächst e j<p als zweckmäßige, kurze symbolische Schreibweise für cos (p +j sin (p. 
Ausdrücklich sei festgestellt, daß für Terme der Form e i<f> die gleichen Rechenregeln wie für Potenzen 
mit reellen Exponenten gelten. 






























94 


5. Komplexe Zahlen 


Zu unseren Beispielen auf Seite 88 und 89: 

1. Statt z = 4 + 3 j = 5 (cos 36,9°+j sin 36,9°) dürfen wir auch z = 5e j 36 ’ 9 ° bzw. 
z = 5 e 0,6435 j schreiben. 

2. z = — 2 —3 j ist eine andere Schreibweise für z = 3,61 e j ‘ 236,3 ° bzw. für z = 3,61 e 4124j . 

In . 

3. Statt Zj = ( 120° ; 6) kann man auch z t = 6 e jl20 ° oder z x = 6 e 3 schreiben. 

+■ 

Statt z 2 = (-30°; 4) schreibt man auch z 2 = 4e j(_3 ° 0) oder z 2 = 4 e 6 oder 

z 2 = 4 e -0 ’ 5236 ->. 


In der Elektrotechnik schreibt man statt e i<p auch kurz \(p_, statt e i<p kurz \ — (p . 

Für 5 e j 32 ° schreibt man 5 • |32° . 

Mit Hilfe der Exponentialform lassen sich die auf den Seiten 91 und 92 angegebenen Sätze 
für die Multiplikation bzw. Division komplexer Zahlen leicht beweisen: 


Aus z 3 = r A e j<01 und z 2 = r 2 e i<p2 folgt: 

Z\ • z 2 = r-[ Q i<p ' • r 2 e i<p2 = r 2 r 2 e j(<Pl + ^ und somit z x • z 2 = (<p A + (p 2 \ r-t • r 2 ). 


h. 

z 2 


r x e J1 
r 2 e j< 


r 2 


und somit — 

z 2 


( 


<p\ - (p 2 ; 



Die Zahl j läßt sich durch l*e j 90 ° darstellen. Leicht ist nun zu erkennen: 


z -j = rQ )<p • e j ‘ 90 ° =re- i( ^ + 90 ° ) 




j e J - 


y gj ~ 90° ) 


Der Multiplikation einer komplexen Zahl mit j entspricht eine Drehung des Zeigers von 
z um 90°. 

Der Division f entspricht eine Drehung des Zeigers von z um —90°. 

J 


AUFGABEN 

5.21 Es sei z\ = (120°; 1); z 2 = (240°;l); z 3 = (360°;l) und z 4 = ( - 120°; 1). 
Zeigen Sie, daß die folgenden Beziehungen gelten: 

a) z 2 = z\ b) z 4 = z 2 = z 2 c) z 1 + z 2 + z 3 = 0 

5.22 Beweisen Sie die wichtigen Beziehungen: 

|z|=|z*| \z\ =1 Iz-z* I z 3 -z 2 1 = |z 3 | • |z 2 | 

5.6 Potenzieren komplexer Zahlen 

Aus z = re i<p folgt für alle n e N*: z" = r" e in<p . Es gilt somit: 

(cp\ r)" = (n<p; r") 

Die n -te Potenz einer komplexen Zahl (cp; r ) ist eine komplexe Zahl mit dem Argument 
rup und dem Betrag r n . 
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Diese nach Moivre 1 benannte Formel stammt von Leonhard Euler. 
Man schreibt auch: 


z n = (fl + b]) n = [r(cos<p + j sin<p)]" = r" (cos iup + j sin ncp) 


BEISPIELE 


1. z = (1 + j/Tj) 5 ist mittels des Satzes von Moivre zu berechnen. 
Lösung: 


z = zf; Zi = 1 + ]/Tj => r\ = ]/l + 3 = 2; tan cp A = |/3~; (p\ = 60 ° 

r = r, 5 = 32; cp = 5 (p A = 300 ° z = 32 (cos 300 ° + j sin 300 °) 



Probe: 


(l + |/3~j) 5 = 1 + 5l/3~j - 10 - 3 - 10 - 3]/Fj + 5 - 9 + 9|/3~j = 16 - 16|/3~-j 


2. Die Formeln cos 2 oc = cos 2 oc — sin 2 a und sin 2 oc = 2 sin a cos a sollen mit Hilfe des 
Moivreschen Satzes hergeleitet werden. 


Lösung: 

(cos a+ j sin cc ) 2 = cos 2 cz + j sin 2 or .. . 2 
(cos or + j sin ctr ) 2 = (cos 2 a — sin 2 er) + 2 j sin cc cos cc 
Vergleich der Realteile: cos 2 cc — sin 2 cc = cos 2 cc 

Vergleich der Imaginärteile: 2 sin cc cos oc = sin 2 cc 




AUFGABEN 

5.23 Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Moivre: 


f4 + 3iV> M f5-2f> 4 c) (3 + i) 7 d) (7i) 3 e) i 6 

h) (4-j)" 6 i) Ü)- 3 j) (1/j)- 3 



fe.24 j Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Moivre: 

iti/äf cos 3 cc = 4 cos 3 oc — 3 cos cc sin 3 cc = 3 sin cc — 4 sin 3 cc 


5.7 Radizieren komplexer Zahlen 


Eine komplexe Zahl z 0 ist genau dann eine n -te Wurzel der komplexen Zahl z, wenn ihre 
/?-te Potenz gleich z ist. 



In der Menge C steht das Symbol ]/z (z e C a z 4= 0; n e N) für genau n verschie¬ 
dene komplexe Zahlen z 0 , z 1? ..., z„_ l5 für die gilt: zf = z. 


1 Abraham de Moivre (1667—1754), französischer Mathematiker 

2 Mit Hilfe des Satzes von Moivre 

3 Mit Hilfe der Multiplikationsregel 
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Es hat also z. B. ]/ — 1 zwei Bedeutungen 1 : 

]/ — 1 ist in (R eine nichtdefinierte Schreibfigur, 
y — 1 steht in C für die drei Zahlen — 1, y + -y- j und y — -y-j. 

n — — n - 2 - 

Aus z = re j?) folgt für alle « g N: ][z = z" = (r ■ Q i<p )" =][r • e n 
In Polarformdarstellung lautet dieser Sachverhalt: 

]/z = yr(cos (p + j sin <p) = 1/7 | cosy + J siny 


Man radiziert eine komplexe Zahl, indem man aus dem Betrag r die /?-te Wurzel zieht 
und das Argument (p durch n dividiert. 


Außer dem Wert ]/7 ^cosy + j sinyj, dem Hauptwert von 1 fz, gibt es wegen der Periodi¬ 
zität der Kreisfunktionen noch weitere n — 1 Werte für ]/7. Die Sinus- und die Kosinusfunk¬ 
tion sind periodische Funktionen mit der (kleinsten) Periode 360°. Es gilt bekanntlich für 
alle Winkel: 

sin (p = sm((p + k -360°) cos cp = cos ((p + k -360°) 


Sorbit: 


1/7 = y r [cos ((p + k - 360 °) + j sin {cp + k • 360 ° )] 


= tr 


(p + k • 360 0 


-F j sin 


cp + k -360° 


k = 0, 1, 2, .. (n- 1) 


]/(</>; r) = + k ■ 36 F -; F j k = 0, 1, 2, 1 

Die /7-ten Wurzeln aus einer komplexen Zahl (<p; r) sind « komplexe Zahlen mit den 
Argumenten y 4- k • — (mit Ä: = 0, 1, 2, ..., n — 1) und dem Betrag |7\ 


Für ä: = 0 erhalten wir den Hauptwert. 

Warum kommt es für k = n, n + 1, ... und für k= — 1, — 2,*... zu Wiederholungen? 


BEISPIELE 2 


1 . 


y C os 60° +j sin 60 ° ist in der Grundmenge C zu berechnen. 
Lösung: 

z = cos 60° + j sin 60° hat in C zwei Wurzeln, nämlich z 0 und z v 
Allgemein gilt: 


z k = 1/7 = 1/7 

mit k = 0 und k = 1. 


cos ^y 4- k • 180 ° j + j sin ^y 4- k • 180 ° j 


1 Wenn Verwechslungen zu befürchten sind, so schreiben wir (l/7)[^ bzw. (l/7)(£. 

2 Wir bezeichnen hier den Radikanden jeweils mit z, dessen Modul mit r und dessen Argument mit (p. 
Die komplexen Wurzeln von z bezeichnen wir mit z 0 , z 1} ..., z n - v 
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2 . 


In unserem Fall ist r = 1 und (p = 60° und (p 0 = = 30 °. 

Es ist also 

z k = cos (30° + /c • 180°)+j sin (30° + k • 180°) mit k = 0,1 

A: = 0 z 0 = cos 30° +j sin 30° =-^-(]/T + j) z 0 = 1 • e j- 30 ° =0,866 + 0,500 j 

k = 1 zi = cos 210° +j sin 210° = -y(l/3~ + j) Zl = 1 210 ° = -0,866 - 0,500 j 




k = 0: 

Zo = 1/5" (cos 26,57 0 + j sin 26,57 °) = 2,00 + 1,00 j ]/3 + 4j = ]/5~ • ej~ 26 ’ 57 ° =2 + j 
k= 1: 

Z! = 1 / 5 " [cos (26,57 0 +180 °)+j sin (26,57° +180°)]= -z 0 ^ -2,00 - 1,00 j 

|/3 + 4j = ]/j~ • e j 206 ’ 57 ° = — 2 — j 


3. ]/ — 9 ist in C zu berechnen. 

lm(z) 



Lösung: 

In IR ist 1/ - 9 eine nichtdefinierte Schreibfigur. ("910) 

3j 

0 

» 0 

N 


In C gibt es zwei Zahlen, deren Quadrat —9 ist. -10 z 

0 

1 

Re(z) 

Es ist z — — 9 0 ]/z = 3 j v ]/z = — 3 j 

z 0 = 3 j Z! = - 3 j 

"3j 

Zi 

k= 1 
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4. 


Es ist |/j~ zu berechnen. 
Lösung: 


1 [z =Yr cos 4- k • 180 0 j + j sin 4- k • 180 ° j 


mit k = 0,1 


Es ist: 

z = j = r (cos (p + j sin (p ); 
r = 1; <p = 90° ; 

^o = y = 45"; 

<Pi = <Po + 180 ° =225 ° 

Es ist: 

z 0 = cos 45 ° + j sin 45 ° 

= yl/2 (1+j) 

z 0 = 1 • e j45 ° =0,707 + 0,707 j 
z-j = cos 225 ° + j sin 225 ° 

= —yl/2 (1+j) 

Z 1 = l -e- 12250 = —0,707 — 0,707 j 

5. ]/l 4- j ist zu berechnen. 

Lösung: 

Es gibt drei komplexe Zahlen z 0 , z l9 z 2 , 
deren dritte Potenz 
z = 1 4- j = r (cos (p 4- j sin (p) ist. 

Allgemein gilt: 

z k = ]/z = ]/7 COS (y + k • 120° 



>+ fc • 120° j 


|-|-+ *120° 



= 1 = 15 » 
3 


+ j sin ^ 
mit k = 0, 1, 2 
In unserem Fall ist 

r = ]/l + 1 =1/2 und damit ^7 = j/2~ = 1,1225; 
ferner tan (p = 1 und somit (p = 45° und 

]/z =V2 [cos (15° + Ä:-120°)+jsin(15° 4- k • 120 °)] mit k = 0, 1, 2 
z 0 = 1,122 • e j l5 ° = 1,084 4- j • 0,291 
Z\ = 1,122 • eJ 135 ° = -0,794 + j • 0,794 
z 2 = 1,122 • e j ' 255 ° = -0,291 + j • 1,084 

Probe: z = • e j 450 

4 = W • ® i ' 3 ' 15 “ -V2 • e*' 45 ’ =z ei 3 ,35 ° =1/2 • ei 4050 = ]/2 • ei 450 -z 

z} = ]f¥ - ei' 3 ' 2550 =1/2” - e i- 765 ° =|/2 • e'- 45 " = z 
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Nun verwenden wir die komplexen Zahlen zur Berechnung der „Kreisteilungsgleichung“ 

Man bezeichnet die Gleichung 

z" — 1 =0 z eC, n eN 

als Kreisteilungsgleichung und deren Lösungszahlen als u-te Einheitswurzeln. 


Es ist 
Es gilt: 


z" - 1 = 0 


z" = 1 


z k = ; 1 j mit k = 0, 1, ..n - 1 


Die Bildpunkte der n-ten Einheitswurzeln liegen am Einheitskreis und teilen diesen in n 
gleiche Teile. Sie bilden also die Eckpunkte eines dem Einheitskreis eingeschriebenen regel¬ 
mäßigen n-Ecks, wobei (110) ein Eckpunkt ist. 


BEISPIEL 
6 . 


z 5 - 1 = 0 

z k = (k-12°\ 1) A: = 0, 1, 2, 3, 4 
z 0 = (0°;l) = 1 

z 1 = (72°;l) = cos 72°+j • sin 72° 

= 0,3090 + 0,9511 j 
z 2 = (144°; 1) = cos 144 0 + j sin 144 ° 

= -0,8090 + 0,5878 j 
z 3 = (216 °; 1) = z 2 * 

= -0,8090 - 0,5878 j 
z 4 = (288 °; 1) = z* 

= 0,3090 - 0,951 lj 

L = {1; 0,3090 ± 0,9511 j; — 0,8090 ± 0,5878 j} 

“7 - nt -- 





AUFGABEN 



5.25 Berechnen Sie alle Werte von 

AM 


1 


t 


0 



c) V — 32 
h) 1/5 j 
m)l/7 - 4 j 


d) 1/3 - 4 j 
i) y - 4 + 5 j 

n) b + 4j 


e) 1/12 - 5 j 
j) V - 17 


o) )/9 + 12j 


p) 1/cos 120° — j sin 120° q) 1/cos 270 ° + j sin 270 ° 


5.26 Lösen Sie in C folgende Kreisteilungsgleichungen: 

a) z 4 —1 = 0 b) z 6 —1 = 0 c) z 8 —1=0 


r) 1/cos 300 ° + j sin 300 ° 
d) z 10 — 1 = 0 


1 Wir fassen 1 als komplexe Zahl mit (p = 0° und r = l auf. 






■7f fTc 


ßi +k-130? 
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5.8 Natürliche Logarithmen komplexer Zahlen 

Für positive reelle Zahlen gilt definitionsgemäß: a = e lna 
Für komplexe Zahlen definieren wir analog: 


z = e lnz z e C \ (0; 0) 

Um ln z berechnen zu können, gehen wir von der Euler-Formel 

z = r& (p = r (cos (p + j sin (p ) 

aus, berücksichtigen die Periodizität von y= sin x und ^=cos x 

z = reJ (<P + k - 2 ' Jl )= r(cos (cp + k • 2ti )-hj sin (cp + k ’2n)) 
und logarithmieren diese Formel: 

ln z = ln r+ j ((p + k-2%) k eZ 


Für k = 0 erhält man den Hauptwert Ln z = ln r+](p 
BEISPIELE 

1. Die Werte von ln (— 1) sind zu berechnen. 
Lösung: z = — 1 => r = 1; (p = n 
ln z = ln r+j {(p + 2 kn) 
ln ( — l)=j (2 A: + l) -n k&Z 


Hauptwert: 

k = 0 

Ln (— 1) =j tt: 


1. Nebenwert: 

k = 1 

ln (— 1) = j • 3 7t 


2. Nebenwert: 

k — 2 

ln (— 1) = j * 5 7t 

usw. 


2. Der Hauptwert von ln (1 — 3 j) ist zu berechnen. 

Lösung: Ln z = ln r + j (p 

z = 1 — 3 j r = ]/TcT; tan </?= - 3; cp = -71,565° = -1,24905 

Ln (1 - 3 j) = 1,15129 -1,24905 j 


AUFGABEN 

5.27 Berechnen Sie: a) Inj b) ln (—j) c) ln(5 + 3j) d) ln (2 — 5j) 


5.9 Allgemeine Potenz 

z = a + b) = | z | Q i<p und w = u + v j = | w \ e j v sind komplexe Zahlen. 



Wir beschränken uns auf die Berechnung des Hauptwerts. 

z w =Q (M+j u).(ln|z| +j<p) = e [(M-ln|z| - v-(p)+)\v- ln |z| +u-(p)] 


Wir merken uns den Weg, nicht die Formel! 
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BEISPIELE 

1. Der Hauptwert von jj ist zu berechnen. 

Lösung: 

j j = e j • ln j = e j ( ln 1 + j •*/ 2) = e -n/2 jj = e -7t/2 = q >2 Q788 

2. Der Hauptwert von (2 + 4 j) (1 ist zu berechnen. 

Lösung: 

(2 + 4 j) (1 - j) = e^ 1 - i)' ^2+4 j) = e (i - j)-(ln 12+4 j | +j • arctan 2) 

= e O -J) • ( ln 1 / 2Ö+j • 1,10715) = e ln 1/2Ü+1,10715 + j • (1,10715 - ln |/2Ö) 

= e 2,6050—j • 0,39072 _ e 2,6050. e - j • 0,39072 

= 13,531 (cos 0,39072 - j sin 0,39072) = 12,513 -j 5,153 


AUFGABEN 

5.28 Berechnen Sie die Hauptwerte von: 

a) j-J b) (3 — 5 j>» c) (l + 4j)< 2 - 3 j> d) j (2 " 3 j> e) 5 (2 ~ 3 J> 


5.10 Anwendung der komplexen Rechnung in der Elektrotechnik 

In der Wechselstromtechnik werden Spannung, Stromstärke und Widerstand durch kom¬ 
plexe Zeiger dargestellt. 

Wir verwenden die Bezeichnungen U für den Zeiger der Spannung und \ U\ für den Betrag 
dieses Zeigers. 


Es gelten die Beziehungen: 



U= \U\ ■ 

Q}ß 

1= |/| • e jör 


'S 

II 

1 

s 

z=4= 

l U 1 

-d < f , = R+ jX 

Z . 

. . Scheinwiderstand (in Ohm) 


1 /1 

R . 

. . Wirkwiderstand (in Q) 




X . 

. . Blindwiderstand (in O) 


l/l 

e^ = G+jß 

Y . . 

. Scheinleitwert (in Siemens) 

u 

1 u\ 

G. . 

. Wirkleitwert (in S) 




B . . 

. Blindleitwert (in S) 



Schaltsymbol 

Widerstand 

Leitwert 

Ohmscher 

Widerstand 

o-CZZM 

R 

G 

Induktiver 

Widerstand 


X=) coL 

B=-}~ 
co L 

Kapazitiver 

Widerstand 



B = ')co C 


f .... Frequenz des Wech¬ 
selstroms 

co... Kreisfrequenz des 
Wechselstroms 


co = 2nf 
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Im 


Im 



Zeigerdarstellungen: 

z 

X 

Y 

B 


R 

Re 

G 

Re 

R = Re (Z) = |Z| cos (p G = Re(Y) = \Y\ cos y/ 

X = Im (Z) = jzj sin (p B = Im (V) = |Z| sin y/ 

Der Scheinwiderstand Z und der Scheinleitwert Y sind inverse Größen, daher gilt: 

Z_± 

z_ Y 

z= w e ’ 

|Z| =W 


r 1 

IZJ 

<P= - V 

e ~ ')<P 



Ohmscher und induktiver Widerstand in Reihe 


Z = R + j co L 


\Z\ =1 /R 2 + co 2 L 2 
co L 

(p = arctan —— 

K 




Hinweis: Einfacher durch R-*P Umwandlung! 


Ohmscher, induktiver und kapazitiver Widerstand in Reihe 
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Ohmscher Widerstand und Kapazität in Parallelschaltung 



Ohmscher Widerstand, Kapazität und 
Induktivität in Parallelschaltung 


z-JL 

Y 


Y =i + i(* c -iz) 


cp = arctan 

|Z| =W 

Sonderfall: co 0 • C 


(p= -v 
1 


CO 0 L 


= 0 


T 

L -L 

J. 

U" T 



Zusammengesetzte Reihen-Parallelschaltung 


R J co L 

. 1 R co L _. 1 6) L(co L + j /?) 

= _J + © L - j _ _J 6) C + /? 2 + co 2 L 2 

Rco 2 L 2 ./ /? 2 cüL 1 \ 

“ fl 2 + 6> 2 L 2 + ] \R 2 + co 2 L 2 coC/ 

Re(Z) Irn(Z) 


I Z| =]/[Re (Z)] 2 + [Im (Z)] 2 


Im (Z) 

^ =arctan 



Im Wechselstromkreis hängen die Ströme und ihre Phasenverschiebungen gegen die Span¬ 
nung hauptsächlich von den Blindwiderständen ab, die sich mit der Frequenz / und damit 
auch mit der Kreisfrequenz co ändern. 
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Wenn co L=—^— ist, besteht zwischen Strom und Spannung keine Phasenverschiebung. 
co C 

Es ist nur mehr der Ohmsche Widerstand wirksam. Dieser Sonderfall wird als Resonanz 
bezeichnet. 

Wenn die Blindwiderstände in Reihe geschaltet sind, so spricht man von Reihenresonanz 
oder Spannungsresonanz. 

Wenn die Blindwiderstände parallel geschaltet sind, so spricht man von Parallelresonanz 
oder Stromresonanz. 


Berechnung der Resonanzfrequenz 


(1) Serienresonanz 

Z = 


' =R + i \ coL -^c) 


Im (Z) = co L 


1 

co C 

Die Blindwiderstände heben einander auf, folglich muß 
Im (Z) = 0 sein. 


0 = coq L — 


co 0 C 


COq = 


fLC 


Diese Gleichung wird oft in der Form 
/ = —— — geschrieben und heißt Thompson-Formel. 



In diesem Fall können die Spannungen an Kondensator und Drossel viel größer als die 
angelegte Netzspannung werden! 


Wir fügen einen Ohmschen Widerstand hinzu. 
1 


Z = R 1 + j X L + 


1 . 1 
r 2 +j x c 


Ri 


= R i + j co L ~ 

= R\ + j co L + 
= R j + j co L + 


-R 7 +i<äC 


Im (Z) = co L — - 


1 + j CO C 
Ri 

1 + co 2 C 2 R 2 2 
cd CR} 


= R] + j co L + 


coCR} 


-J 


1 + co 2 C 2 R} 


1 + co 2 C 2 R 2 2 

Wir setzen wieder Im(Z) = 0 und erhalten 0 = co 0 L 
co 0 C R} 


IR, =I=C 


J 


Rl — j C R 2 ) 
1 + (O 2 C 2 R, 


(Oq C R 


co 0 L = 


1 + oj,j C 2 R; 


L + cot L C 2 R? = C Rj 


1 + o 0 2 C 2 Ri 
, CRi-L 


L C 1 R-; 
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(2) Parallelresonanz 


Im (Y) = coC- 


1 

co L 



Bei Resonanz sind auch hier Spannungen und Strom phasengleich. In diesem Fall muß der 
Imaginärteil von Y, also von 1/Z, gleich Null sein. 


0 = co 0 C - 


co 0 L 


° h= jtc 


1 . 1 _ 1 

« 2 +J X c + R,+ jX L - R 


1 . _ 1 
= + j C + 


Ri + j co L 


1 . • „ . Ri-ja>L 

= X + ,fflC + ^T^ 


Im(y) = ö)C- 
0 = co 0 C - 


co L 


R? + co 2 L 2 

COpL 

R 2 4- C0q L 2 


co 0 C 


coqL 


R} + cot L 2 


R 2 C + C0q CL 2 = L 



L- R 2 
CL 


AUFGABEN 

5.29 Wie groß ist der Gesamtwiderstand Z, wenn Z, und Zq in Reihe geschaltet sind? 

Geben Sie R z , X z , Z und cp an. 

a) Z, = (100+j 80) Q, Z 2 = (80 —j 60) Q 

b) Z, = (200 — j 120) CI, Z 2 = (250+j 180) Q 

c) Zj = (10-j4)Q, Z 2 = (12+j8)Q 

5.30 Wie groß ist der Gesamtwiderstand Z, wenn bei den Angaben der letzten Aufgabe Z, 
und Zq parallel geschaltet sind? Geben Sie R z , X z , Z und cp an. 

5.31 Wie groß ist der Gesamtwiderstand Z der in Reihe geschalteten Widerstände Zj, Zq 
und Z 3 ? 

a) Z, = (90—j 70) Q, Z 7 = (70+j 120) Q, Z 3 =j80Q 

b) Zy = (40-j 10) n, Z 2 = (30+j 20) Q, Z 3 = (20-jl5)Q 

c) Z 1 = (5+j3)Q, Z 2 = (4-j 2,8)0, Z 3 = (6-j3,8)Q 

5.32 Wie groß ist der Gesamtwiderstand Z, wenn bei den Angaben der letzten Aufgabe Zj, 
Zq und Z 3 parallel geschaltet sind? Geben Sie R z , X z , Z und (p an. 

5.33 Wie groß ist der Gesamtwiderstand Z? 
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c) 



5.34 Wie groß ist in 5.29 bis 5.32 jeweils der Gesamtleitwert T? 



Die komplexe Funktion zk- 

z 


Die auf C\{0} definierte Funktion w=/(z) = - ordnet 

z 

jeder von Null verschiedenen komplexen Zahl 
1 1 

z==r . Q )(p e j ne Zahl w=-=- • e j(_,?J) zu. 

z r 

1 

Wir zeigen nun die schrittweise Konstruktion von - bei 

z 

gegebenem z. 



1. Vom Punkt Z wird eine Tangente [Z T ] an den Einheitskreis gelegt. 





2. Von T wird das Lot n auf O Z gezogen. Der Schnittpunkt W* heißt der am Einheitskreis 
gespiegelte Punkt von Z oder der bezüglich des Einheitskreises inverse Punkt von Z. 

3. Durch Spiegelung von W* an der reellen Achse erhält man W, die Spitze der komplexen 

Zahl w = ~. 
z 


Beweis: <OZT und <OTW* sind Normalwinkel, folglich sind die rechtwinkligen 
Dreiecke O TZ und O W*T ähnlich. 


O T OW* 


1 o w* 
~öz 


Es gilt daher 


OZ OT ’ 


also 


1 


und somit 
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Ortskurven lm(z) 

Z 




150 

1. Wir tragen den komplexen Widerstand 



Z=R+]coL in der Gauß-Zahlenebene j 


100 4 

auf, wobei wir die Kreisfrequenz co die 



Werte 0, 50, 100, 150, . . . durchlaufen 

Z =2 + jco 0,01 

1 

CO 

lassen. Die Spitzen der komplexen Zeiger 


50 

liegen auf einer Kurve, die man als Orts¬ 



kurve bezeichnet. 


0 

0 

1 2 

> Re(Z) 


Die Ortskurve von Z=R+j co L ist eine zur imaginären Achse parallele Gerade 
im Abstand R. 


2. Es ist naheliegend, nun nach der Ortskurve des Leitwerts zu fragen. 

Y = — =--- 

Z R + j co L 


Die Rechnung ergibt: Y = 
R 


1 


Wir setzen 


R + j co L R 2 + co 2 L 2 
co L 


-J 


co L 


R 2 + co 2 L 2 


R 2 + co 2 L 2 


= x und 


R 2 + co 2 L 2 


= y und dividieren y durch x. 


co L 

R 

R 


R 2 + R 2 ^-r 

X 1 


co L= R — 


R(x 2 + y 2 ) 


x 2 + y 2 - — = 0 


Die Ortskurve von 
koordinaten x m = - 


1 


R 4- j co L 


ist ein Kreis mit den Mittelpunkts- 
1 


—- y... = 0 und mit dem Radius 

2 R’ ym 2 R 


Dies ist aus der Umformung 


x 2 +v 2 _ — = 0 => je 2 - — 4 -—— r+V 2 = - 

x +y R u=>x (2 R) 2 y 

=> + yl= \Y]i) sofort ersichtlich. 


1 

(2 R) 2 


3. 


Wir zeigen nun, wie man die Ortskurve von | m ^) 
y =— aus der Ortskurve von R + j co L 

erhält. ^ 


lm(Y) 


Z 


100 


Der dem Ursprung am nächsten liegende 
Punkt der Ortskurve von Z geht in jenen 
Punkt der Ortskurve von Y über, der am 
weitesten vom Ursprung entfernt ist, in den 
Schnittpunkt des Kreises mit der reellen 
Achse. 


50 


0 


0 Re(Y ) 
Re(Z) 
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4. 


Wir zeichnen nun den Kreis 
müssen. 


0 


4*), die Ortskurve von Y, die wir noch beschriften 

4 / 


Dazu verbinden wir den zu cü = 50 gehörenden Punkt der Geraden mit dem Ursprung 
und spiegeln den Schnittpunkt der Verbindungsgeraden mit unserem Kreis an der 
reellen Achse. Den Schnittpunkt des Ordners mit der unteren Kreishälfte beschriften 
wir mit 50. 


In der Praxis wird Y*, die nicht gespiegelte Kreishälfte, zum Ablesen verwendet, 
außerdem wird nicht am Einheitskreis, sondern an einem Kreis vom Radius r gespie¬ 
gelt. 


Wir spiegeln nun Z am Kreis (0101| 2). 



Wir lesen ab: 4 • Y *= 1,60 -I- 0,8 j 
folglich ist Y *=0,4 + 0,2 j und Y= 0,4 - 0,2 j 

Ortskurven werden in den elektrotechnischen Fachgegenständen ausführlich behandelt. 


AUFGABEN 

5.35 Beweisen Sie, daß die Ortskurve von----— ein Kreis ist. 

R + j co L 4- ~7 — 

j co C 

5.36 z = z! + X z 2 = «i + j 4- A (a 2 + j b 2 ) ist die Gleichung einer (komplexen) Geraden in 

der Gauß-Zahlenebene. Wie lautet die Gleichung der Ortskurve von -? 

z 

Erklären Sie die auf Seite 107 befindliche Konstruktion. 















6. Quadratische Funktionen und 
quadratische Gleichungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe quadratische Gleichung, allgemeine Form der quadratischen Gleichung, Normalform 
der quadratischen Gleichung und reinquadratische Gleichung erklären; 

■ reinquadratische Gleichungen lösen; 

■ quadratische Gleichungen der Form x 2 + px = 0 lösen; 

■ quadratische Ergänzungen bilden; 

■ die Formeln x 2 + px + q = 0 o (x - xd • (x - x 2 ) — 0 



■ quadratische Gleichungen lösen; 

■ den Wurzelsatz von Vieta anwenden; 

■ die Begriffe quadratische Gleichung in zwei Variablen, quadratisches Gleichungssystem in zwei 
Variablen erklären; 

■ quadratische Gleichungssysteme in zwei Variablen, bei denen 

a) eine Gleichung des Systems linear ist, 

b) die Variablen in beiden Gleichungen nur im Quadrat Vorkommen, lösen. 


6.1 Erklärungen 


Eine Gleichung von der Form 


Äx 2 + Bx+ C=0 


(A, B, C g U; A =t= 0) 


bezeichnet man als quadratische Gleichung oder als Gleichung zweiten Grades in der 
Gleichungsvariablen x. 


Ax 2 heißt das quadratische Glied, 

Bx heißt das lineare Glied, 

C heißt das Absolutglied der quadratischen Gleichung. 


A, B, C heißen Koeffizienten der quadratischen Gleichung. 


Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt wird, so soll C, die Menge der komplexen 
Zahlen, die Grundmenge der jeweils betrachteten Gleichungen sein und p und q (bzw. 
A, B, C ) beliebige reelle Zahlen (A =1=0). 

Wir unterscheiden folgende Formen der quadratischen Gleichung: 

Reinquadratische Gleichung: x 2 + q =0 

Verkürztquadratische Gleichung: x 2 + px = 0 

Gemischtquadratische Gleichung: 

Normalform: x 2 + px + q = 0 

Allgemeine Form: Ax 2 +Bx+ C=0 
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6.2 Reinquadratische Gleichung x 2 +q = ü 

x 2 + q = 0 O (x — y — q) • (x + ]/ — q) = 0 . . 

Ein Produkt hat genau dann den Wert Null, wenn mindestens einer seiner Faktoren den 
Wert Null hat. Es gilt somit: 

(x — ]/ — q) (x 4- y — q) = 0 o x — ]/ — q =0 v x + ]/ — q = 0 

o x = y — q v x = — y — q 

Meistens schreibt man x^ = ]/ — q ; x 2 = —]/ — q oder L = {]/ — q \ — ]/ — q) und 
bezeichnet ]/ — q und — ]/ — q als Lösungen oder Wurzeln der Gleichung x 2 + q = 0. . . } 

Probe: + ]/ — q ist Lösung von x 2 + q = 0, weil ( + ]/ — q) 2 + q = 0 ist. 

— y — q ist Lösung von x 2 + q = 0, weil ( — ]/ — q) 2 + q = 0 ist. 


s 


Wir unterscheiden beim Lösen von x 2 + # = 0 in der Menge C folgende Fälle: 

1. Ist q <0, so ist der Radikand — g>0. 

Wir erhalten zwei voneinander verschiedene reelle Lösungen, das Gegenzahlenpaar 
+ y — q und — ]/ — q. 

xi = +y - q x 2 — y q L = { + y-q, ~y-q) 

2. Ist <7 = 0 , sogiltx = 0. L = {0} 

3. Ist q > 0, so ist der Radikand — q < 0. 

Die Gleichung hat zwei, nur durch das Vorzeichen voneinander verschiedene imagi¬ 
näre Lösungen 3 4 . 

X, = +j ]tq X 2 = -ifq = { + j 1/g^, -jfg\ 


Beachten Sie: 

Statt Xt = +y — q ; x 2 = —y — q schreibt man auch x 1>2 = ±y — q 
Statt x = 0 schreibt man auch x! = x 2 = 0 oder x 12 = 0 
In diesem Fall bezeichnet man 0 als Doppellösung 5 . 

Statt X] — j y~q ; x 2 = — )Yq schreibt man auch x 1>2 = ±}Yq 
In der Menge R gibt es keine Quadratwurzeln aus negativen Zahlen. 



q< 0 

l = {y - - y - <?) 

q gilt dann: 

q = o 

L = { 0 } 


q> 0 

i = U 


1 x 2 + q = x 2 - q); A 2 — B 2 = (A — B) (A + B) 

2 Beachten Sie, daß das Wort Lösung sowohl in der Bedeutung Lösungselement als auch Lösen einer 
Gleichung verwendet wird. 

3 j ]fq und — j y~q sind konjugiert komplexe Zahlen! 

4 „x eins, zwei gleich plus oder minus y — q “ 

5 x 2 +*7 = 0 o (x — xd^x —x 2 ) = 0 x l5 x 2 sind einfache Lösungen. 

x 2 = 0 o (x - 0) • (x - 0) = 0 x ist eine Doppellösung. 
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BEISPIELE 


1. x 2 —4 = 0 2. x 2 + 4 = 0 

(x — 2) (x 4- 2) = 0 (x — 2 j) (x + 2 j) = 0 

X] = 2; x 2 = — 2 x 1 = 2 j;x 2 =— 2 j 


Wir haben bisher mit der Zerfällungsmethode (A 2 — B 2 = (A 
weil Zerfällen eine Äquivalenzumformung ist. 

- B) (A 4- B )) gearbeitet, 


Man kommt auch mit der Methode des Wurzelziehens zum Ziel. Weil das Wurzelziehen 
aus einer Gleichung keine Äquivalenzumformung ist und nur eine, nämlich die posi¬ 
tive Lösung liefert, muß man ergänzen: Auch — ]/ — q ist eine Lösung, weil auch 


(- y - <?) 2 —<i ist. 

Somit können wir auch rechnen: 
x 2 —4 = 0 x 2 + 4 = 0 

x 2 = 4 x 2 = — 4 

x A =+2 x 2 — — 2 x= ± V — 4 

*i = 2 j * 2 = -2 j 

Beachten Sie: 

In G = IR ist L = { }. 

In G = C ist 

L = {2j, — 2 j}. 

3. (x + 2) 2 = 16 ist zu lösen. 

Lösung: 

x 4 - 2 = —4 v x + 2 = +4 
x = — 6 v x = 2 

(N 

II 

£ 

VO 

1 

II 

>4 

64 

4. x —-= 0 ist in R zu lösen. 



x 

Lösung: Es gibt keine Division durch Null, daher D = 1R\{0}. 


64 

x- — = 0 — x x 2 — 64 = 0 

X 

X! = 8 x 2 = — 8 

Probe: 8-~=0; -8--^ = 0 

8 — 8 


„ x + 2 x — 2 58 . x ^ 

5. ^ 4- _ — . ist in IR zu losen, 

x — 2 x + 2 x 2 — 4 

Lösung: 

Es gibt keine Division durch Null, daher D = U\{2, —2}. 



Wir multiplizieren die Eingangsgleichung mit x 2 — 4 und erhalten 


(x + 2 ) 2 + (x-2 ) 2 = 58 => 2x 2 + 8 = 58 ^ 2x 2 = 50 

=> x 2 = 25 

X! = 5 x 2 = — 5 


AUFGABEN 

Lösen Sie die folgenden Gleichungen in der Grundmenge € und machen Sie die Probe. 


6.01 a) x 2 = 25 
6.02 a) 6 x 2 = 58 


b) x 2 = 1296 
b) 9x 2 +14 = 0 


c) x 2 = 0,002 209 
c) — 7 x 2 + 0,24 = 0 
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6.03 a) y = 17,2 
6.04 a) j ; 2 —90 = 0 


b) — 0,24.x 2 = 16,7 
b) ^r 2 —600 = 0 


6.05 a) 


3 X 2 + y = 4 


b) 


3 z 2 


- 5 = 


c) (0,13 x) 2 = 26,7 

c) t 2 -1000 = 0 

7 z 2 
6 


( 6 _ t) ( 6 + t) = 0 b) (c + 0>87) ' (c - °’ 87) = 0 


6.06 a) y- 

6.07 a) (x + 3) (x - 3) - 40 = 0 

6.08 a) (y + 5 ) 2 + (y - 5 ) 2 = 100 

^ . .2jc — 4 x — 10 

6.09 a) - + 1 = - 


6.10 a) 


x + 3 ' x — 2 

x 2 — 6x + 20 3 


b) (5 -ß(f+5) = 24 

b) (77 - 3 ) 2 + (3 + 77) 2 = 16 

2x — 4 „ x- 10 

b) —-— + 1 = - 


-4x + 5 


jc — 3 

3 jc 2 — 13 


jc — 2 

3x 2 + 1 


6.11 a) l/l2x + 73 = 2x + 3 

6.12 a) ]/6 + x — ]/6 — x = 2 

6.13 a) öx 2 = b 

6.14 a) x 2 = a 2 — b 2 

Berechnen Sie aus den folgenden Gleichungen die jeweils gefragte Variable. 


b) 4x 2 - 9 4x 2 + 2 

b) Vl0x+ 101 = 5x+ 1 
b) yiO + x = 5 - VlO-x 
b) ax 2 = a 2 
b) a 2 x 2 = a 2 — b 2 


6.15 a )A=^d 2 d = ? b)0 = 4nr 2 

6.16 a )A=^-a 2 a = ? b)K=-y-r 2 /i 

6.17 a) c = |/fl 2 + b 2 a = ? 6 = ? b) sin 2 er + cos 2 er = 1 

r 2 + r 2 

6.18 a) / = m 1 ^ 2 r 2 = ? b) /? 2 = Z^ 2 + r 2 sin 2 er 


r= ? 
r= ? 


sin er = ? cos er = ? 
r= ? 


6.3 Verkürztquadratische Gleichung x 2 + px = 0 


Verkürztquadratische Gleichungen sind quadratische Gleichungen mit q = 0. 

Eine verkürztquadratische Gleichung hat stets zwei reelle Lösungen, von denen eine 
gleich Null ist. 

x 2 + px = 0 o x(x + p) = 0 o x = 0 v x + p = 0 
o Xi = 0 x 2 = — p 


AUFGABEN 

6.19 a) x(x — 7) = 0 

6.20 a) 3 jc + 8 x 2 = 0 

6.21 a) 8x(x-3) = 0 


b) (Ix — 12) • 4x = 0 
b) 4,5 fl 2 — 9 fl = 0 
b) 9x(x-5) = 0 
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6.22 

a) 

x 2 - 

cx = 0 

b) 

a 2 x 2 4- bx = 0 

6.23 

a) 

rx 2 - 

F 5X = 0 

b) 

(x — a) 2 = a 2 + 6 ax 

6.24 

a) 

x 2 - 

2 px = 0 

b) 

3x 2 — 6qx = 0 

6.25 

a) 

2x 2 

3 a n 

- y—X = 0 

b) 

0,2 x 2 - 5rx = 0 

6.26 

a) 

5 ax 

2 -7bx = 0 

b) 

0,3 x 2 — ~x~rx = 0 

2 b 

6.27 

a) 

|/ 2 x 

+ 1 + )/x =l/ 6 x+ 1 

b) 

K> 

CA 

1 

1 

II 

CA 


6.4 Gemischtquadratische Gleichung x 2 + px + q = 0 


Zunächst erarbeiten wir die Begriffe „vollständiges Quadrat“ und „Ergänzung zum vollstän¬ 
digen Quadrat“. 

Die Lösung von x 2 + 2x + l = 0 können wir sofort angeben. 

x 2 + 2 x -I-1 ist das vollständige Quadrat des Binoms x + 1. Aus (x + l ) 2 = 0 folgt x lj2 = — 1. 


Wir zeigen nun: 


Jeder Term der Form x 2 + px läßt sich durch Addition der quadratischen Ergänzung 
in ein vollständiges Quadrat überführen. 


Beweis: x 2 + px + 


(i) 2 = * 2 + 2 i x+ (i) 2 = ( x+ i) 


BEISPIELE 

1 . z 2 —16 z ist zum vollständigen Quadrat zu ergänzen. 

Lösung: 

z 2 - 16z + = z 2 - 16z + 64 = (z - 8) 2 

2. x 2 — 12 x +32 = 0 ist mit Hilfe der quadratischen Ergänzung zu lösen. 
Lösung: 

x 2 — 12 x = — 32 | + 6 2 

x 2 -12x + 36 = 36-32 
(x — 6) 2 = 4 \f 

Xt — 6 = +2 I x 2 — 6 = — 2 

X] = 8 | x 2 = 4 


AUFGABEN 

6.28 Wie lautet das vollständige Quadrat von 

a) x 2 — 9x b) y 2 — 10 y c) z 2 — 3,5z 

d) a 2 -3a e) y 2 — 13/ i) h 2 - h 

6.29 Lösen Sie die in 6.30 bis 6.32 angeführten Aufgaben jeweils mit Hilfe der quadrati¬ 
schen Ergänzung. 
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Wir lösen nun die Gleichung x 1 2 + px + q = 0 mit Hilfe der quadratischen Ergänzung. 
Die Grundmenge sei C. 

x 2 + px 4- q = 0 



Der Wert von \^j ~ Q entscheidet über Art und Anzahl der Lösungen der Gleichung. 
Man nennt diesen Ausdruck daher die 

Diskriminante 2 der quadratischen Gleichung x 2 + px + q = 0. 


Wir unterscheiden folgende drei Fälle: 

1. o = (f) 2 -?> 0 

Yd ist eine reelle positive Zahl, die Gleichung besitzt daher zwei reelle, voneinander 
verschiedene Lösungen, nämlich 

= -y + ]/Z) und x 2 = - y - 

2. Z)= ~q = 0 Daraus folgt: x A = — y und jc 2 = — y 

Man kann die zwei Lösungen zusammenfassen, wenn man für D = 0 die Lösung — ^ als 
Doppellösung bezeichnet 3 . 

3 . ö = (f) 2 -?<0 

Yd ist eine imaginäre Zahl. Wir erhalten zwei voneinander verschiedene komplexe 
Lösungen, nämlich die zwei konjugiert komplexen Zahlen: 

= —y + j]/ - D und x 2 = -y - jV - D 


1 Auch die Bezeichnungen x-i 2 und X x 2 sind gebräuchlich. 

2 discriminare (lat.) = scheiden, trennen 

3 Definition: jq heißt eine Doppellösung der Gleichung x 2 + px 4- q = 0, wenn gilt: 

x 2 + px + q = 0 o (x — X!) 2 = 0. 
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Somit gilt: 




In der Praxis löst man x 2 + px -I- q = 0 ohne Zwischenrechnungen durch Verwendung des 
Satzes: 


Die Lösungen der Gleichung 

x '-~i + ]/{i) 

x 2 + px + q = 0 lauten: 

\ - q und x 2 = -y- j 


1 -, 

Diese Lösungsformel kann man für jede quadratische Gleichung benützen, weil ja jede Form 
auf die Normalform zurückführbar ist. 

Ax 2 + Bx + C= 0 

Wenn die quadratische Gleichung in der allgemeinen Form gegeben ist, dann benutzt man 
die Große Lösungsformel: 

Ax 2 +Bx+C— 0 => x 1)2 — ^2A 

4AC 


D = B 2 — 4 A C heißt Diskriminante der Gleichung Ax 2 + Bx + C = 0. 


Bei Aufgaben der angewandten Mathematik ist stets zu überprüfen, ob die Lösungs¬ 
zahlen der letzten Gleichung auch Lösungselemente der Eingangsgleichung sind, ob sie 
also die Eingangsgleichung erfüllen. 

Es ist zu bedenken, daß die Funktionsgleichung den funktionalen Zusammenhang nur inner¬ 
halb eines bestimmten Bereiches, der Definitionsmenge der Gleichungsvariablen, darstellt! 

BEISPIELE 

x 2 + (4 a - 3 b) x - nab = 0 _ 

4a-3b l//4a-36\ 2 , 

^ = -- 2 -± [/ (- 2 -) +Uab 

4<3 - 3 b 4a + 3 b 


x 2 + 2x - 1 - 10 = 0 
x = -1 ± 1/1 - 10 


*i 


l±3j 
= —1 + 3j 


x 2 = -1 - 3j 


4. 


2 


2 
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Probe 1 : 

U = — 8 — 6 j — 2 + 6 j + 10 = 0 
R, = 0 

Li = Ri 

L 2 = — 8 -h 6 j — 2 — 6 j 4- 10 = 0 
R 2 = 0 

l 2 =r 2 


Probe: 

U = 9 b 2 + 12 a b - 9 b 2 - 12 a b = 0 1 

R, = 0 j 

L, = Ri 

L, = 16ö 2 - 16a 2 + 12 ab- Mab = 0' 
R 2 = 0 

L 2 = R 2 


5. 3 x 2 — 4x + 1 = 0 

4 ± 1/16 — 12 
* 6 

4 ± 2 
6 

*1 = 1 X 2 = y 

Probe: 

= 3- 4+1 = 0 = R, 
1 4 

L 2 = y-y+l =0=R 2 


6 . 


1 2 1 13 

y* -y*-6 ö =0 

12x 2 — 20x — 13 = 0 

20 ± 1/400 + 624 
24 

52 13 

^i=24=X ^ = 

Probe: 

_ 13 13 

36 


12 


i _ 1 169 

Ll “ 5 


" 18 " 60 " ° ~ R| 
, 11 11 13 . „ 

U “ 5 ' 4 + 3 ’ 2 - 60 - ° “ Rz 


2 


7. Es sei G = 1 R. 

Für welche x gilt ]/7x — 5 — ]/2x + 3 = ]/x — 2 ? 

Lösung: 

quadrieren! 
quadrieren! 


, 5 

*i = 3 * 2 = y 

X] und x 2 sind nur dann Lösungen der Eingangsgleichung, wenn sie diese befriedigen. 

Wirerhalten L(3) = R(3) und l(|) = R (y)- Somit L = |3, -|j 


]/7 je — 5 — ]/2x + 3 = ]/x — 2 
9x-2 — 2] /l4x 2 + 11 x — 15 = x — 2 
]/l4x 2 + llx- 15 = 4x 
14x 2 + 11 x — 15 = 16x 2 
2x 2 — 11a: + 15 =0 
11 ± ]/l 21 - 120 11 1 

* - 4 ”4*4 


Die Probe bei quadratischen Gleichungen kann man einfach und schnell mit Hilfe des 
Satzes von Vieta durchführen. 


Francois Viete (lat.: Vieta) (1540—1603), 
französischer Mathematiker, Astronom und Jurist. 

Er schuf das Rechnen mit Buchstaben, führte die Zeichen + und — und 
Klammerpaare und den Bruchstrich ein. Für A B = C schrieb er A in B 
aequale C. (Das Zeichen = wurde erst 1575 vom Engländer Recorde einge¬ 
führt.) Vieta erkannte den Zusammenhang von Koeffizienten und Wurzeln 
von Gleichungen. Er zeigte die Lösung von kubischen Gleichungen mit 
Hilfe der Kreisfunktionen. 



L(x,) = L i; R(x0 = R,; L(x 2 ) = L 2 ; R(x 2 ) = R- 
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Für die Lösungen x y und x 2 der in der Normalform x 2 + px + q = 0 gegebenen 
quadratischen Gleichung gelten die Sätze: 

1. + x 2 = —p 

Die Summe der Lösungen ist gleich dem negativen Koeffizienten des linearen 
Gliedes. 

2. X! x 2 = q Das Produkt der Lösungen ist gleich dem absoluten Glied. 

3. (x — xQ • (x - x 2 ) = x 2 + px + q 

Das Produkt der Linearfaktoren x — x t und x —x 2 ist gleich dem Gleichungsterm. 


Beweis: 


Es ist — (x! + x 2 ) = p ; Xi x 2 = q. Somit gilt: 

(x — X t ) (x — X 2 ) = X 2 — (X! + X 2 ) X + X! X 2 
= x 2 + px + q 


w. z. b. w. 


Wenn Xj eine Doppellösung von x 2 + px + q = 0 ist, so gilt: 
— 2x-i=p x 2 = q (x — X |) 2 = x 2 -F px + q 


Wenn die quadratische Gleichung in der allgemeinen Form ^x 2 4- Bx 4 - C= 0 vorliegt, 
so lautet der Satz von Vieta: 

B C 

X\ + x 2 = — — Xi • x 2 = A (x — xQ (x — x 2 ) = Ax 2 + Bx + C 


BEISPIELE 

Zu 3. x 2 + 2x+ 10 = 0 

xy- -1 + 3j 

^2 = — 1 — 3j 


Probe: 

Xi +x 2 = —2 = —p 
X\ x 2 = +10 = q 


8 . 


x 2 + x + 1 = 0 




hH 


2 2 J 




Beachten Sie: 

In C gilt: 

R-fi 

Probe : 

Xi +x 2 = — 1 = —p 



9. 


Wie lautet die Normalform der quadratischen Gleichung mit den Lösungen: 


a) Xi = 3; x 2 = — 1 
x, + x 2 = 2 = —p 
x+2= —3 = <7 


b) x t = — 7; x 2 = —12 
Xi +x 2 = —19= — p 
X! x 2 = 84 = q 


x 2 — 2 x —3 = 0 


Daraus die Normalform: 


x 2 + 19x + 84 = 0 
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10. Es sind das arithmetische, das geometrische und das harmonische Mittel der Lösungen 
der Gleichung x 2 —12 x + 35 = 0 zu berechnen. 

Die Lösungen seien x A und x 2 . Es gelten definitionsgemäß folgende Beziehungen: 

m 


11. Eine Versuchsperson läßt an der Außenseite eines Turmes einen Stein senkrecht 
fallen. Welchen Weg s legt der Stein zurück, wenn der Aufprall t = 5,5 s nach dem Los¬ 
lassen des Körpers von der den Versuch ausführenden Person gehört wird? 

Lösung: 

Die gesamte Beobachtungszeit t setzt sich aus der Fallzeit des Steins, t\ = 

(bei Vernachlässigung des Luftwiderstandes) und der Rücklaufzeit des Schalls, 

s 

t 2 = — zusammen, wobei g = 9,81 ms -2 die Erdbeschleunigung und u=340ms -1 
die Schallgeschwindigkeit (bei 18 °C) ist. 

Die gesuchte Fallstrecke s kann somit aus der Gleichung L + t 2 = t = 
ermittelt werden: 

= t — — => = t 2 — -^-s + => gs 1 — 2 v (gt + v)s + u 2 gt 2 = 0 

V g uv 2 

Sl ,2 = ^(gt+ V± ]/u(2gt + u)) 

Für die gegebenen Zahlenwerte folgt: 

s h 2 = ■^^■(9,81 • 5,5 + 340 ± 1/340(11 -9,81 + 340)) j, = 27179,1 

9,ol 

Diese Lösung ist für die vorliegende Aufgabe sinnlos, weil dadurch die Eingangs- 

, . , -\/Y7 s , u . . . 1/54360 27180 r , 

gleichung = t nic ht erfüllt ist; es ist ja: ^ —9 ~ 81 340 ^ 

s 2 = 128,6 m. Dieses Ergebnis erfüllt die gegebene Wurzelgleichung. 

Die Fallhöhe des Steines beträgt somit s = 128,6 m. 

^ Bei Aufgaben der angewandten Mathematik stellt die Funktionsgleichung den funktionalen 
Zusammenhang nur innerhalb eines bestimmten Teilbereichs von D dar. 






Aus dem Wurzelsatz folgt: X\ + x 2 = 12 und x A -x 2 = 35 
Es ist somit: x = 6 und m„ = l/35~ und m h = —* 2 

- — - - - —- r. v-. 


AUFGABEN 

Lösen Sie die folgenden Gleichungen in €: 


6.30 a)x 2 + 3jc = 70 

6.31 a) * 2 —11 * + 24 = 0 

6.32 a)x 2 + 2x = 35 


b) Jt 2 — 9x + 20 = 0 
b) 6 2 + llH 18 = 0 
b) x 2 + 5 x — 66 = 0 
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6.33 a) x 2 + 2,4x-5,8 = 0 

b) 7* = 1,8 T+ 11,3 

6.34 a) x 2 — 6,7 x = 1,3 

b) x 2 + 7,3x- 5,6 = 0 

6.35 a) B 2 - 7,8 B- 2,9 = 0 

b) x 2 + 15,1 x + 24,3 = 0 

6.36 a) x 2 + 3 ax — 4 ö 2 = 0 

b) x 2 + 7bx + 106 2 = 0 

6.37 a) x 2 + rx = 30 r 2 

b) 3 sx = x 2 — 28 s 2 

Die folgenden Aufgaben sind mit Hilfe der großen Lösungsformel zu lösen. 


6.38 a) 4x 2 — 5x — 9 = 0 b) - 2x 2 + 4x + 4 = 0 

6.39 a) 5x 2 -7x+14 = 0 b)5g 2 -3g + 4 = 0 

6.40 a) 3y 2 + 5y — 4 = 0 b) 8,4 p 2 + 6,1p - 1,2 = 0 

6.41 Bringen Sie die Aufgaben 6.38 bis 6.40 auf die Normalform. 


6.42 a) x(x-5) = 7 

6.43 a)2x(3 + x) = 0 

6.44 a) (2x-3)(x-5) = 0 


b) x(x — 3) = 2 x + 5 
b) 2x(3 + x) = 5 
b) (4x-3)(3-4x) = 0 


-fF 


6.45 a) 5x^3-y 

6.46 a) (x-3 ) 2 + (2x-l ) 2 = 0 

6.47 a) (5 r — 3) (5 r + 3) + 12 r = 0 

6.48 a) (4x — 3 ) 2 — 5 (3 + 5x ) 2 = 16x 


b) (y — 2) l — 


(M 


= 0 


b) (y + 5 ) 2 - (1 - 3 >>) 2 = 100 
b) ( 2 <r-i) 2 -(<r-i) = 5<r 2 
b) (2 x + 11 ) 2 — (3 x — l ) 2 = 200 


6.49 (2x - 5) (3x + 4) - ( 8 x + 5) (2x - 3) = (2x + 1) (3 - 8 x) 

6.50 ( - 4 + b) (3 + b) (1 + 2b) (3 b - 7) - 6 M + Mb 2 + (34 6 + 2) (2b - 8) + 61 = 0 


6.51 a) x 2 + ax + b = 0 

6.52 a) x 2 — ax — b = 0 

6.53 a) by 2 — ay — c = 0 

6.54 a) (a — b) z 2 — bz + a = 0 

6.55 a) x + — = 4- 

x 2 

6.56 a)2x + ^- = 4 


b) x 2 — ax + b = 0 
b) x 2 + ax — b = 0 
b) 2c 2 + £c —5 = 0 
b) + 2 ( f - a) = 0 

b) ^-7=— 

b) 5-| = l 


6.57 a) — = 2A - 5 

6.58 a) 6 x — o x^- 1 = ^ 

6.59 a) x + 1 = — 

x 

x 12 2 17 

6.60 a) ^- + y= 25 + 1 


44 

b) T = ^-7 


b > 9 -67^T = 7 

b) 2s- 13 = — 

5 

h'i 12 _5_ 7 

^ 2x + 7 x + 12 + x 
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6.61 

6.62 

6.63 


6.64 


6.65 

6.66 

6.67 

6.68 

6.69 

6.70 

6.71 

6.72 

6.73 

6.74 

6.75 

6.76 

6.77 

6.78 

6.79 

6.80 
6.81 
6.82 
6.83 


a) 

a) 

a) 

a) 

a) 

a) 

a) 

a) 

a) 


5x 2 - 4 
x + 6 

2x + 4 


- 6 = x 


2x- 1 

x + 5 
2x-5 

2x + 4 
2 x — 1 

1 

x + 4 


x + 2 
x + 1 


+ 


= x- 1 

X + 1 

jc + 2 

= jc + 1 

1 1 
■ x + \ - 

x + 2 
jc + 4 

x + 2 


1 


x + 2 x + 3 
1 1 


x + 7 

x + 3 
x + 4 

x + 3 
x + 4 

1 


x - 4 x - 3 
x 2 — 8 x + 17 x 


x — 2 
3 


x — 2 

x + 4 
x + 3 

x + 4 
x + 5 

= 0 


+ 


+ 


■ 5x + 9 x + 1 


a) x- — 


a) 


4 + 1 

X 

TU - 

x 


4 ab 
a 2 -b 2 


3 x + 2 
2 x 


a) x-tfx + 10 = 0 

a) 5z-T]fz +35 = 0 

a) 2/3-4,52l//f- 1,834 = 0 

a) ]fx + J/x + 5 = ]/5x + 5 

a) 21/7 + 2x - 3)/3 — 2x = l/ 8 x + 1 

a) 1/2 x + 15 = 2 + l/x-4 

a) 1/8 - 2 x + Vx - 1 = 1/5x — 1 

a) Vjc+ 18 + 2l/3x- 1 = l/24x + 21 

a) ]/* + ! + 1/2 jc — 1 = 3 


a) ^2x + l/2 jc + 3 = ^6 — x 
a) 1/2 J 7 + 3 + l4 + 10 = 1/3 77 + 4 
a) + 4 + 1/2 x + 9 = 


V* + 4 


4 r 2 ~ 5 = 2/ + l 

2y-l 7+ 3 
2x + 4 3x + 7 


x + 9 4x + 2 
x + 5 4x + 1 


2x — 5 

2x4-4 
2 x — 1 


x + 2 
= x + 5 


x + 1 x + 2 


x 4 2 


x + 3 x + 4 


x + 1 x + 2 


x + 1 x + 4 x + 3 
x + 3 x + 4 


x + 2 
x + 1 


x + 3 x + 4 
x + 2 x + 3 


x + 3 
x + 4 


x + 2 x + 3 x + 4 x + 5 


12 3 

b) - + — - — = 0 

X X 2 X 3 


b) 

b) 


x — b 


- 1 = 


1 fl - b 

X + = ; T + 

x fl + b 


fl 

a + b 
a — b 


b) 


4 + i 

X_ 

x- 1 


1 + 


x + 2 


3 + x 
2 — x 


= 1 


b) + - 214-8 = 0 
b) 4a- %fä - 13,5 = 0 
b) 9^+14,521/^-18,34 = 0 

b) y^c + 21 — y* = i/5x —4 

b) 1/jc + 4 + J/jc + 9 - l/x + 25 = 0 
b) f2x + 15 - 3 = fx- 1 
b) 1/8 Tx + ifix^l = ]/24x + 1 
b) V5jc + 18 + 3]/8x — 3 = V14 jc + 31 

b) y*+i + yr* + i = 3 

b) 1/25 + 3 + 1/8 - 10 =1/35 + 4 
b) y^ + 13 + ^TT =1/2^ +3 
b) Vjc + 5 + l/x + 9 = 

]/x + 4 
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6.84 

6.85 

6.86 


6.87 

6.88 


6.89 

6.90 

6.91 

6.92 

6.93 

6.94 

6.95 

6.96 


a) x 4 - 17 x 2 + 30 = 0 b) y 4 — 6y 2 + 5 = 0 

a) x 4 - 13x 2 + 36 = 0 b) 2z 4 - 10z 2 + 2 = 0 

Wie lautet die Normalform der quadratischen Gleichung mit den Lösungen: 

a) x t = 3; x 2 = — 5 b) x x = — 6 ; x 2 = 7 c) = 3 + 4j; a 2 = 3 — 4j 

d) Xi = 14; x 2 = — 3 e)£=-12; £ = 10 f) 7l =-2+j; y 2 = - 2-j 

1 1 b 2 a 2 

g) x, = —; x 2 = h) y x = ö + b ; y 2 = a - b i) z, = —; z 2 = — 


Welchen Wert muß fl annehmen, damit die Gleichung eine Doppellösung hat? 
a)9z 2 + flz + 4 = 0 b)j; 2 +flj/ + l = 0 

c) t 2 + 5 t 4- fl = 0 d) 4x 2 + flx + 3 = 0 


Von einer quadratischen Gleichung ist eine Lösung bekannt. Berechnen Sie die zweite 


Lösung. 

a) x 2 + x — 30 = 0; X\ = 5 
c) / 2 — 19r + 90 = 0; ^ = 10 

a) 5 2v - 2 • S x - 3 = 0 ..3 

a) fl' 2-2 = a 3x + 8 
a) b xi + 1 = b 3x - 1 
a) x lgv =10 .. , 2 

a) x lgv + 3x-‘8- v = 4 


b) y 2_ 6y _27 
d) 5 a 2 + 12 a + 

b) 9 X - 5 • 3 v + 4 = 0 

b) 2 A ’ 2-3 = 4 2v+1 
b) (2 v - 3 ) v = 16 2 v + 1 
b) x lg v = x 2 

b) x lg * — 2 = 8 • x — lgv 


0; Ji = 9 

= 0; a t = -2 
c) 4* — 7-2*+12 = 0 

c) fl 12 = fl*(*~ 7 > 
c) 3 v2-5 = 9 3j v + 2 
c) x lgA '+ 3x" lgY - 4 = 0 

c > *' 8V + 1 


a) x 18 ^ 7 = 100 
a) x 3 ' 8 * = yi 000 


b) 


lg 3x 


lg (2x — 3) 


= 2 


c)M^ = lg(, + 4) 


b) (x 3 ) 1 «* = 1/10000 c) (x 2 ) 1 *' = V5Ö 


Bei Biegeschwingungen dünner Bleche mit dämpfendem Belag treten folgende 
Formeln auf: 


y = ?; x = 2£ + 3<f+ 2<f; 

^ 2 + ( 2x -^) a -(ir _1 ) = 0 



(nur der positive Wert von a ist zu berücksichtigen!) 

V _ flg 3 + 6 g + 4<p + ~2flcp + fl 2 g 4 
rj 2 1 + fl£ l+ 2 flx+fl 2 ^ 4 


Es bedeuten: f; = d 2 /d- [ .Dickenverhältnis (Belag/Blech) 

m, ni] . Massen je Längeneinheit 

B/B } .Biegesteifigkeitsverhältnis 

fl = Ei/Ei .Verhältnis der Elastizitätsmoduln 

r\ .Verlustzahl 

//.Biegeresonanzfrequenzen 


Anleitung: 5 x =y; 5 2x =y 2 

Anleitung: Logarithmieren Sie die Gleichung! 
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Berechnen Sie die Werte von a und —- für 

Th 



m 


a) 

32,0 

34,1 

b) 

89,8 

94,5 

c) 

177,0 

185,0 

d) 

294,0 

308,0 


£=2,03 /= 320,8 


y;=263,5 


Berechnen Sie aus den folgenden Gleichungen die jeweils gefragte Variable. 


6.97 z)s=vt + —t 2 

6.98 a) v = ^^(r 2 -x 2 ) 


x = ? 


6.99 a) A-gb+Q 2b 2b Z 

b = ? 

6.100 a) M = ~ 2 j x U ~ x ) 

x = ? 

6101 •> 6 -x( 1 - 2 i) 

r 2 = ? 

6.102 a)a = f„(l--g-) 

P 2 = ? 


1 + 0,212 — 

\ r a / 


6.103 a) u = pv 1 

6.104 a) cj = c + i^l 


1+/ 2 

/ 


6 


6.106 a) / 3 




ÄÄ 3 + ÄÄi - R{ 


6107 *>TTk-*x? 


6.108 a) x Q = 


6.109 a) 


a(a + 2 c) 

2 (a + b + c) 
P{l-{x-2ö))ö 
EI 


*i = ? 

K,= ? 
a = ? 
8 = ? 


b) E= Gh+- 


v = ? 


b) = C + V 1 — —2 




b) P= Q- 


b_(d_ 
a \ D 


1 + — + — 


b) M = ~(c-x)-~ j- x = ? 
b ) H = - fx 2 +(^--H-jJx x =? 


b) er = p 


77 2 -l 


— = ? 
r a 

b) A = 

I + mb 2 
mb 

6 = ? 

A7 = ? 

b)/= 

RC { 1 1 \ 

n = ? 

+ 

i 

s 

/ = ? 

b) b = 

r 2 - /i 

^ ,2 

r 2 = ? 


>i + - 


b > 


b) y 0 = 


b 2 


ü + 2 b 




b) Az — q z — M A = 0 


c = ? 

b = I 

8 = ? 
z = ? 


6.110 Die Differenz der Quadrate zweier Zahlen, die sich wie 7 :4 verhalten, beträgt 1617. 
Wie heißen die Zahlen? 

6.111 Wie heißt die Zahl, die 144mal so groß ist wie ihr Kehrwert? 
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6.112 Wie heißen drei ganze aufeinanderfolgende Zahlen, deren Produkt 8 mal so groß ist 
wie ihre Summe? 

6.113 Wie heißen jene drei ganzen aufeinanderfolgenden Zahlen, bei denen die Summe ihrer 
Quadrate 194 beträgt? 

6.114 Das Quadrat einer zweiziffrigen Zahl, die zwischen 20 und 30 liegt, ist um 297 größer 
als das Quadrat der mit umgekehrter Ziffernfolge geschriebenen Zahl. 

Wie heißt die Zahl? 

6.115 Welche Zahl ist um b größer als ihr Kehrwert? 

6.116 Wie heißen jene zwei aufeinanderfolgenden geraden Zahlen, deren Produkt 168 be¬ 
trägt? 

6.117 Von einem Rechteck sind gegeben: A = 126 cm 2 , U = 50 cm. 

Wie lang sind die Seiten? 

6.118 Aus einem Draht von der Länge / = 25 cm soll ein Rechteck mit dem Flächeninhalt 
A = 36 cm 2 gebildet werden. Wie lang sind die Rechteckseiten? 

6.119 In einem Rechteck ist eine Seite um 5 cm länger als die andere. 

Wie lang sind die Seiten, wenn der Flächeninhalt ,4 = 204 cm 2 beträgt? 

6.120 Für ein 50 m x 15 m großes Schwimmbecken stehen 1102 m 2 Fläche zur Verfügung. Es 
soll mit einem Streifen umgeben werden, der an den Schmalseiten doppelt so breit wie 
an den Längsseiten ist. 

Wie breit sind die Streifen? 

6.121 Wie lang sind die Diagonalen e und / eines Rhombus, wenn die Seitenlänge 
a = 185 cm beträgt und e—f = 98 cm ist? 

6.122 In welchem Vieleck ist die Anzahl der Diagonalen um 75 größer als die Seitenanzahl? 

6.123 Eine 30 cm lange Kreissehne wird durch eine 34 cm lange Sehne desselben Kreises 
halbiert. Wie lang sind die Abschnitte der zweiten Sehne? 

6.124 Von einem Kreisausschnitt sind der Umfang U = 29 cm und der Flächeninhalt 
,4 = 48 cm 2 gegeben. 

Wie lang ist der Radius? Wie groß ist der Mittenwinkel? 

6.125 Wie groß ist die Pfeilhöhe eines kreisförmigen Brückenbogens, wenn der Radius 
r = 32 m und die Spannweite 5 = 22,8 m betragen? 

6.126 Die Masse einer Hohlkugel aus Stahl (p = 7,85 kg/dm 3 ) von 2 cm Wanddicke beträgt 
19,20 kg. Wie lang sind die Durchmesser? 

6.127 Die Oberfläche eines Zylinders beträgt 150 cm 2 , seine Höhe 10 cm. Wie groß ist sein 
Radius? 

6.128 Pumpe A füllt einen Kessel in jc Minuten, Pumpe B braucht um 10 Minuten länger. 
Beide brauchen zusammen 30 Minuten, x = ? 

6.129 Wie lange braucht ein Stein mit der Anfangsgeschwindigkeit u= 3 m/s, um 30 m lot¬ 
recht zu steigen und dann wieder zurückzukommen? 

6.130 Zwei Kräfte Fi und F 2 =Fi + 20 N wirken rechtwinklig aufeinander. Die Resultierende 
ist F=90 N. 

Wie groß sind Fi und F>? 
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6.131 Zwei Widerstände R^ und R 2 = R^ + 55 Q ergeben bei Parallelschaltung einen Gesamt¬ 
widerstand R =20 £2. 

Wie groß sind die Widerstände? 


6.132 In einem Stromkreis mit U = 220 V sinkt die Stromstärke um 2 A, wenn man den 
Widerstand um 1,2 Q vergrößert. 

Wie groß ist der Widerstand? 


6.133 Wie groß sind die Widerstände R, und R 2 , wenn man bei Serienschaltung 115 Q und 
bei Parallelschaltung 28,2 Q mißt? 


6.134 Ein gerader Stab mit rechteckigem Querschnitt soll mit einer 
Bohrung vom Durchmesser <7 = 7 mm gemäß der Abbildung 
versehen werden. Welche Breite 2 a und Höhe a des Quer¬ 
schnitts darf nicht unterschritten werden, damit der verblei¬ 
bende Querschnitt F= 72 mm 2 beträgt? 


0d 






F 

2 



F 

2 

a 

2 a 



6.135 Welcher Durchmesser x ist für eine zylindrische Welle zu 
wählen, damit nach Durchbohrung mit dem Durchmesser 
ßf = 15mm gemäß der Abbildung die aus Festigkeitsgründen 
vorgeschriebene Restfläche Ai = 10 cm 2 beträgt? 

Anleitung: A « A t -I- x • d 



_> 6.136 Eine Stahlkugel vom Durchmesser Z) = 10mm wird auf 
eine ebene Platte gedrückt und erzeugt dadurch eine 
Druckstelle in Form einer Kugelkalotte vom Durch¬ 
messer d = 6 mm. 

Wie groß ist die Fläche A dieser Kalotte? (Härtemessung 
der Platte nach Brinell .) 



^ 6.137 Der Punkt P ist längs der Normalen n auf die Gerade g 
verschiebbar. In welchem Abstand x von g erscheinen 
von P aus die beiden Punkte A und B unter dem Winkel 
45°, wenn OA = a= 2 cm und OB = b = 15 cm sind? 



6.138 Zwei Lichtquellen mit den Lichtstärken ^ = 50 cd und 7 2 = 70 cd sind a =30cm von¬ 
einander entfernt. 

In welchem Punkt der Verbindungsgeraden ist die Beleuchtungsstärke von beiden 
Seiten her gleich? 
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6.5 Programmierung der quadratischen Gleichung ax 2 + bx + c = 0 

Wir wollen die Programmierung dieses Problems sowohl in PASCAL als auch in BASIC 
durchführen. .. } 

Dem Leser soll folgendes vor Augen geführt werden: 

a) die Übertragung mathematischer Gedanken in die Programmerstellung, 

b) die Leistungsfähigkeit von PASCAL und BASIC, 

c) die Auswirkungen von Rundungsfehlern auf das Resultat. 

Problem ana lyse: 

Über die Art der Lösungen entscheidet der Wert der Diskriminante D = b 2 — 4ac. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, daß die Koeffizienten a, b, c ganze Zahlen sind. 

Wir halten unsere Überlegungen vom Abschnitt 6.4 in einem Struktogramm fest: 


Überschrift: Quadratische Gleichung a*x*x + b*x + c = 0 


Eingabe: a, b, c 


D = b*b - 4ac : R = - b/(2a) : S = SQRT(IDI)/(2a) 

D > 0 ? - ' ^ 

ja ^ — - nein 

Ausgabe: 

Xt= R + S 

X2 = R - S 

D = 0 ? 

ja ^^^nein 

Ausgabe: 
x 1= x 2 = R 

Ausgabe: 
x 1= R + j*S 
x 2 = R - j*S 


Wiederhole 


Gewünschte Ausgabe: 


Quadratische Gleichung a*x 2 + b*x + c = 0 


a = 1 
b = 1 
c =*• 1 

Komplexe Lösungen : xl 
x2 


-0.50000000000 + j* 0.86602540379 
-0.50000000000 - j* 0.86602540379 


a = 1 
b = -4 
c = 3 

Reelle Lösungen : xl = 3.00000000000 
x2 = 1.00000000000 


a =1 
b = -2 
c = 1 

Doppellösung : xl = x2 = 1.00000000000 


Auszug aus Schärf/Blaha: EDV für HTL mit Pascal, Schärf/Blaha: EDV für HTL mit Basic. 
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Bei der Überprüfung unseres Programms müssen die Testbeispiele alle möglichen Fälle 
umfassen. Wir wählten folgende Gleichungen: 


x 2 + x + 1 = 0 
x 2 -4x + 3 = 0 
x 2 —2x+ 1 = 0 


x, = -1/2 + itfiTl 
X! = 3 
X 1 = x 2 = 1 


x 2 = —1/2 — j 1/3/2” 
x 2 = 1 


Programmierung in PASCAL 


PROGRAM Quadratische_Gleichung; 
USES crt; 

VAR a,b,c : longint? 

D,r,s : real; 


BEGIN 
clrscr; 

writeln('Quadratische Gleichung a*x 2 + b*x + c = 
REPEAT 
writeln; 

REPEAT 

write('a = '); readln(a); 

UNTIL a<>0; 

write('b = '); readln(b); 
writef'c = '); readln(c); 

D:=b*b-4*a*c; r:=-b/2/a; s:=sqrt(abs(D))/2/a; 
IF D=0 

THEN writeln('Doppellösung ; xl = x2 


ELSE IF D<0 
THEN 
BEGIN 

writeln('Komplexe Lösungen 
writeln(' 

END 

ELSE 

BEGIN 

writeln('Reelle Lösungen 
writeln(' 

END; 

UNTIL false; 

END. 


(* Nullabfrage *) 
,r:1:11) 


xl = ',r:1:11,' + j* ',s:l:ll); 
x2 = ',r:1:11,' - j* ' f s:l:ll); 


; xl = ',r+s;l:ll); 
x2 = ',r-s;1:11); 


► Im Programm wird untersucht, welche der Bedingungen D> 0, D = 0 oder D< 0 erfüllt ist. 
Da a, b, c ganze Zahlen sind, ist diese Abfrage, wie jede Abfrage auf Gleichheit bzw. Un¬ 
gleichheit im Bereich der ganzen Zahlen, unproblematisch. Das Programm arbeitet fehler¬ 
frei. 

Wenn a, b, c Real-Zahlen sind, dann können bei der Berechnung von D wegen der binären 
Verschlüsselung Kodierungsfehler auftreten. 

Es kann z. B. die Diskriminante D bei exakter Berechnung Null sein, also eine Dop¬ 
pellösung vorliegen, der Rechner jedoch für D einen sehr kleinen Wert und daher zwei 
verschiedene Lösungen liefern. 
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In vielen Fällen kann man sich damit helfen, daß man die Gleichung mit einer Zehnerpotenz 
multipliziert, sodaß die Koeffizienten ganze Zahlen werden. Weil ganze Zahlen exakt gespei¬ 
chert werden, liefert das Programm dann richtige Werte. 

Um zu erkennen, wie problematisch das Arbeiten mit Real-Zahlen ist, lassen wir unser Pro¬ 
gramm mit der Vereinbarung 


VAR a, b, c, D, R, S : real 


laufen und erhalten die Ausgabe: 


Quadratische Gleichung a*x 2 + b*x + c = 0 


a = 1521 
b = 3666 
c = 2209 


Doppellösung 

: xl = x2 = -1.20512820510 


a = .1521 
b = .3666 
c = .2209 

Komplexe Lösungen 

: xl = -1.20512820510 + j* 
x2 = -1.20512820510 - j* 

0.00000156751 

0.00000156751 

a = 1.521 
b =3.666 
c = 2.209 

Reelle Lösungen 

: xl = -1.20512695110 
x2 = -1.20512945910 



Beachten Sie: 

In allen drei Beispielen handelt es sich im Prinzip um dieselbe Gleichung 1 . 

Gegenüber der exakten Lösung mit den ganzzahligen Koeffizienten a, b, c liefert das 3. Bei¬ 
spiel Lösungen, bei denen nur die Hälfte der Ziffern richtig ist. 


Programmierung in QuickBASIC 

Man kann das Struktogramm von Seite 125 mit BASIC-Anweisungen nachvollziehen oder 
mit Hilfe der SELECT-CASE-Anweisung übersichtlicher gestalten. 

Beachten Sie: 

■ Die SELECT-CASE-Anweisung ist übersichtlicher als Folgen von IF-THEN-ELSE- 
Anweisungen. 

■ Die SELECT-CASE-Anweisung von QuickBASIC ist viel stärker als die CASE-Anwei- 
sung von Turbopascal, die nur einen Auswahlausdruck vom ordinalen Typ zuläßt, also 
mit >0 und <0 nichts anfangen kann. 


Der exakte Wert von x beträgt —1.205128 
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Struktogramm: 


Überschrift: Quadratische Gleichung a*x A 2 + b*x + c = 0 


Eingabe: a, b, c 

D = b A 2 - 4ac : 

R = - b/(2a) : S = SQR(IDI)/(2a) 

SELECT CASE D 
CASE IS > D 


Reelle Lösungen 
x-i = R + S 
x 2 = R - S 

CASE = 0 


Reelle Doppellösung 
^ = x 2 = R 

CASE IS < 0 


Komplexe Lösungen 

Xi = R + j*S 
x 2 = R - j*S 


Wiederhole 


Programm: 

CLS : PRINT "Quadratische Gleichung a*x~2 + b*x + c = 0"; 

PRINT " ( a <> 0 )" 

DEFLNG A-C 
DO 

PRINT 

INPUT "a = ", a: IF a = 0 THEN END 
INPUT "b = ", b 
INPUT "C = ", C 
d = b*b-4*a*c 
r = -b / a / 2 
s = SQR(ABS (d) ) / a / 2 
SELECT CASE d 
CASE IS > 0 

PRINT "Reelle Lösungen 
PRINT TAB(25); "xl = "; r + s 

PRINT TAB(25); "x2 = "; r - s 

CASE 0 

PRINT "Reelle Doppellösung 
PRINT TAB(25); "xl = x2 = "; r 
CASE ELSE 

PRINT "Komplexe Lösungen 
PRINT TAB(25); "xl = "; r; "+ j s 

PRINT TAB(25); "x2 = "; r; "- j *"; s 

END SELECT 
LOOP 
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6.6 Die reelle Funktion y = ax 2 + bx + c 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 


y = 2x 2 



x-i = 0 


2x 2 = 0 
x 2 = 0 


L=]0} 

x, = 0 


= 0 


-t-° 

x 2 = 0 


L=i0} 

x t = 0 


2 . 


y = 2x 2 + 'i 



> = 2 x 2 — $ 



(Reelle) Nullstellen: 
keine 

Zugehörige quadratische Gleichung: 


x^ = — 2 ; Xj — 2 


2x 2 + 8 = 0 
x 2 = —4 

Lösungsmenge in IR 

L-{ } 

Reelle Lösungen: 
keine 


2 x 2 — 8 = 0 
x 2 = 4 


L = {-2;2} 


Xi = - 2; x 2 = 2 





(Reelle) Nullstellen: 
x-i = — 2 ; x 2 = 2 | 

Zugehörige quadratische Gleichung: 
-2x 2 + 8 = 0 
x 2 = 4 


keine 


— 2.x 2 —2 = 0 

x 2 = — 1 


Lösungsmenge in [R 
L = {-2; 2} 

Reelle Lösungen: 
Xj = — 2; x 2 = 2 


L-{ } 


keine 
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Die Funktion y = ax 2 + c hat als Graph eine Parabel 2. Ordnung mit der ^-Achse als Symme¬ 
trieachse. 

Den Graphen von y = ax 2 + c erhält man durch Schiebung der Parabel y = ax 2 um c Ein¬ 
heiten in Richtung der y-Achse. 

Für a >0 ist die Parabel nach oben geöffnet, für a <0 nach unten. 

Die Graphen von y = ax 2 und y= — ax 2 sind Spiegelbilder bezüglich der x-Achse. 

Die Nullstellen, also jene Stellen, an denen der Graph die x-Achse berührt oder 
schneidet, sind gleich den reellen Lösungen der zugehörigen quadratischen Gleichung. 





x-i = 2 


(x — 2) 2 = 0 


L = { 2} 


Xi = 2 


(Reelle) Nullstellen: 

Xi=—2 | 

Zugehörige quadratische Gleichung: 
(x + 2) 2 = 0 | 

Lösungsmenge in U: 


Reelle Lösungen: 

Xi=-2 


X\= — 2 

— 0,5 (x + 2) 2 = 0 

W — 2} 

x t = — 2 


Die Funktion y = a(x— m) 2 hat als Graph eine Parabel 2. Ordnung mit der Geraden x = m 
als Symmetrieachse. 

Den Graphen von y = a (x — m) 2 erhält man durch Schiebung der Parabel y = ax 2 um m Ein¬ 
heiten in Richtung der x-Achse. 

m <0 bedeutet Schiebung nach links, m >0 Schiebung nach rechts. 


Die Gleichung einer Parabel, die gegenüber der Parabel y = ax 2 um m Einheiten in 
Richtung der x-Achse und um n Einheiten in Richtung der ^-Achse verschoben ist, 
lautet 

y = a (x — m) 2 + n 

Man nennt dies die Scheiteldarstellung der quadratischen Funktion. 
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Wir fragen nun nach den Nullstellen und den Koordinaten des Scheitels der Parabel 


y = ax 2 + bx + c. 

Die Nullstellen sind die Lösungen der zugehörigen quadratischen Gleichung 
ax 2 +bx + c = 0. 


Die Koordinaten des Scheitels erhalten wir durch Umformen der allgemeinen Gleichung auf 
die Scheitelgleichung: 



AUFGABEN 

Gegeben sind die Funktionen: 

a) y = x 2 — 5 b)y=x 2 + 3,5 c)y=x 2 -6,7 

d) s = (t- 1,5 ) 2 e) z = (x + 2 ) 2 — 3 f ) x=(y- 3,2 ) 2 + 2,5 

g) y = X 2 — 4* 4- 5 h) 77 = \ 2 - 7 g 4- 6 i) y= x 2 + 6x + 7 

6.139 Welche Form und welche Lage haben die Graphen der gegebenen Funktionen? 

6.140 Geben Sie die Koordinaten der Scheitelpunkte an. 

6.141 Berechnen Sie die Nullstellen. 

6.142 Zeichnen Sie mit Hilfe einer Grundparabelschablone die Graphen und markieren Sie 
die Nullstellen. 

6.143 Lösen Sie die folgenden Gleichungen grafisch: 

a) jc 2 - 10,2* + 17,3 = 0 b) x 2 - 1,43* - 38,5 = 0 c) 3 * 2 + 7,2 x - 8,4 = 0 
d) 6,2 x 2 — 17,1 x + 9,4 = 0 e) 4x 2 -3x-5 = 0 f) 2,8x 2 + 6,4 x - 7 = 0 


6.7 Quadratische Ungleichungen 


Aussageformen wie 

ax 2 + bx + c 4= 0, 

ax 2 + bx + c < 0, 

ax 2 + bx + c < 0, 

ax 2 + bx + c > 0, 

ax 2 + bx + c > 0, 

bezeichnet man als quadratische Ungleichungen in x. 


Man kann solche Ungleichungen rechnerisch und grafisch lösen. 
Der Lösungsweg wird in den folgenden Beispielen gezeigt. 
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BEISPIELE 


Die Lösungsmenge von x 2 — 2x — 3 < 0 in IR ist zu ermitteln. 


Grafische Lösung: 

Der Graph der quadratischen Funktion y = x 2 — 2x — 3 
verläuft für — 1 < x < 3 unterhalb der x-Achse. Genau 
für diese x-Werte gilt: x 2 — 2x — 3<0 

L = {x | -1 <x<3 a xeR} 



Rechnerische Lösung (Ergänzung zum vollständigen Quadrat): 

x 2 — 2x — 3<0 -o x 2 — 2x<3 <=> x 2 — 2x+l<4 

o (x — l) 2 < 4 o | x — 11 <2 —2<x — 1<2 

<=> - 1 < x < 3 

Somit ist L = {x | — 1 < x < 3 a xgR} 


2 . 


Die Ungleichung x 2 > x + 2 ist in R zu lösen. 

y- 



Zunächst lösen wir diese Ungleichung grafisch. Zur Lö¬ 

\y=x 2 


/y=x+2 

sungsmenge gehören alle x-Werte, bei denen der ^-Wert 

\ 5 



des zugehörigen Parabelpunkts größer/gleich dem >>-Wert 

\ 4 



des zugehörigen Geradenpunkts ist. 

\ 3 



<N 

AI 

X 

> 

1 

VI 

* 

II 




Rechnerisch gehen wir folgendermaßen vor: 


V , 


X 2 > X + 2 o X 2 — X>2 <=> X 2 — X + —r > — 

4 4 

/-2 -1 

1 2 

! x 



L = {x | x > 2 v x< -1} U 


AUFGABEN 

6.144 Lösen Sie die folgenden quadratischen Ungleichungen in IR: 

a) x 2 — 8 x + 15 > 0 b) x 2 — 5 x + 11 > 0 

c) x 2 > 3 x - 2 d) x 2 < 3 x + 2 

6.145 Veranschaulichen Sie die folgenden Mengen: 

a ) {(x‘, y) \ y < —x 2 — 3x a j;>x-2} r 

b) {(x; y) | y < — x 2 — 3x v y>x-2} u 
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6.8 Quadratische Gleichungssysteme in zwei Variablen 

Es seien a, b, c, d, e,f eR Symbole für Formvariablen und x und y Symbole für Gleichungs¬ 
variablen (Lösungsvariablen). 


Man nennt jede Aussageform 

ax 2 + bxy 4- cy 2 + dx + ey + f = 0 (a - 4= 0 v b 4= 0 v c=#0) 

eine Gleichung zweiten Grades in x und y. 

ax 2 , bxy , cy 2 heißen quadratische Glieder, 
dx, ey heißen lineare Glieder, 

/ heißt konstantes Glied. 


Die Lösungsmenge dieser Gleichung besteht aus allen geordneten Paaren (x; y), welche 
die Aussageform ax 2 + bxy 4- cy 2 + dx + ey + f = 0 in wahre Aussagen überführen 
und der Definitionsmenge angehören. 


Die Lösungsmenge kann leer, endlich oder unendlich sein. 

Wenn man zwei Aussageformen der oben erwähnten Art zu einem Und-System verbindet, so 
spricht man von einem System von zwei quadratischen Gleichungen in zwei Variablen. 

Wenn 

Lj die Lösungsmenge der ersten Gleichung, 

Ln die Lösungsmenge der zweiten Gleichung und 
L s die Lösungsmenge des Systems (I) a (II) 
ist, so gilt: L s = L, n L u 

In diesem Buch beschränken wir uns auf einige leicht lösbare Fälle. 


(1) Eine Gleichung des Systems ist linear. 


BEISPIELE 


1. Das System x 2 + y 2 = 4 a x — y = 0 ist in [R zu lösen! 

Lösung: 

x 2 + y 2 = 4 ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mit¬ 
telpunkt (010) und dem Radius 2. 

Wir bringen zunächst die lineare Gleichung auf die be¬ 
züglich y explizite Form y = x. Dann wird der y äquiva¬ 
lente Term, in unserem Fall x, in die quadratische Glei¬ 
chung eingesetzt. 

x 2 + y 2 = 4 

4 = * 

2x 2 = 4 
x 2 = 2 

Unser System lautet somit: x 2 = 2 a y = x 
Es ist leicht zu erkennen, daß das System durch zwei reelle Zahlenpaare, nämlich 
durch Xt = +1/2"; y-i = +~\[2 und x 2 = -]/2; y 2 = -]/? erfüllt wird. 

Die Lösungsmenge des Systems ist somit: L s = {(j/2~; ]/2~), ( — ]/2~; — ]/2~)} 
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y . „ ist in R zu lösen. 
_ y = x + 4 

2x 2 + 8x + 16 = 4 
x 2 + 4x + 6 = 0 

x =-2±f^2 
y = 2±y^2 

Es gibt kein reelles Zahlenpaar, das das 
gegebene Gleichungssystem befriedigt. 

Über R gilt somit: L s = { }. 



Über C wird unser System durch 2 konjugiert komplexe Zahlenpaare erfüllt. 

x 2 + 4x + 6 = 0 a y = x + 4 x 1 = — 2 + j ]/2~; y^ = 2 + j]f2 

x 2 ' -2-j]/2; y 2 = 2 - jj/T 


3. Das System 


xy = 4 
x — 2y — 2 = 0 


ist in IR zu lösen. 


Um die Graphen der zugehörigen Funktionen zeichnen zu können, erstellen wir 
zunächst zwei Wertetafeln. 


x4=0; 


4 

y ~x 


y = 2 X_1 




Aus der 1. Gleichung erhalten wir y = — und setzen dies in die 2. Gleichung ein. 
Wir erhalten: 

4 

x 2 — 2x— 8 = 0 a y = — a x 4= 0 
x 

x = 1 ± 3 

= 4; yi = 1 
*2 = -2; y 2 = -2 


L s = {(4; 1), (-2; -2)} 
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AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme in (R. 


6.146 

a) 

x 2 + y 2 = 25 

b) 

x 2 + y 2 

= 100 

c) 

x 2 + y 2 = 

60 



x + y = 2 


x + 2 y 

= 7 


3x +4 y = 

25 

6.147 

a) 

x 2 + y 2 = 1 

b) 

x 2 + y 

2 = 200 

C) 

x 2 + y 2 = 150 



x -2y =1 


Ix —4 y 

= 30 


x — 4y = 

50 

6.148 

a) 

x 2 — y 2 — 1 

b) 

x 2 -y 2 - 

= 4 

c) 

x 2 - y 2 = 9 




y = x/2 


2 y — x 

= 10 


x +3 y + 1 

= 0 

6.149 

a) 

(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 9 

b) 

(x + 10) 2 

+ (y + 5) 2 = 49 

c) 

x 2 + (y- 2) 2 

= 9 



2x-y = 7 


x = 3 y — 

15 


y = x 


6.150 

a) 

x 2 — y 2 = a 

b) 

x 2 -y 2 = 

a 

c) 

x 2 + y 2 = 4 




x + y = b 


x -y = 

b 


x 2 -y 2 = 'L 


6.151 

a) 

xy = 1 

b) 

x — y = 3 


c) 

x + y = 2 




3x — y = 2 


xy = 15 



xy + 15 = 0 


6.152 

a) 

x - y = a - b 

b) 

x + y = 2 

c 

C) 

x — y = d 




xy = ab 


xy = c 2 



xy = e 



(2) Die Variablen kommen in beiden Gleichungen nur im Quadrat vor. 


BEISPIEL 

4. Das System x 2 
ist in U zu lösen. 

x 2 + y 2 = 25 
x 2 -y 2 = 5 
2x 2 = 30 
S o x 2 = 15 
*, = 

* 2 = 

* 3 = -Vis" 

X 4 = -FiF 


y 2 = 25 a x 2 - y 2 


2 = 15 y 2 = 10 
a y 2 = 10 
■Vi = +1/1Ö 

y 2 = -j/lö 
y 3 = +yiö 
^4= -]/iö 



Zeichnet man die Schaubilder der Funktionen x 2 + y 2 = 25 und x 2 — y 2 = 5, so erhält man 
einen Kreis mit dem Mittelpunkt im Achsenschnittpunkt und dem Radius r = 5 und eine 
gleichseitige Hyperbel mit a = b = ]/5~, deren Achsen mit den Koordinatenachsen zusam¬ 
menfallen und deren Brennpunkte auf der x-Achse liegen. 

Nur die Koordinaten der Kurvenschnittpunkte P 3 (x^ | y A ); P 2 (x 2 \ y 2 ); P 3 (x 3 | y 3 ); P 4 {x 4 | y 4 ) 
genügen beiden Funktionsgleichungen. 


AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme in [R: 


6.153 a) x 2 + y 2 = 50 

x 2 -y 2 = 10 

6.154 a) 3x 2 + 4y 2 = W 

2x 2 — 3 y 2 = 2 


b) 3 x 2 + y 2 = 3 
y 2 - x 2 = 1 

b) x 2 - y 2 = 5 

9x 2 + 16y 2 = 144 


c) 2x 2 — 3 y 2 = 6 
x 2 + y 2 30 

c) 3x 2 + 4 y 2 = 12 
2x 2 - y 2 = 2 





















7. Näherungsweise Lösung von Gleichungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ reelle Wurzeln von Gleichungen näherungsweise grafisch bestimmen; 

■ Näherungswerte von reellen Wurzeln einer Gleichung mit Hilfe der Regula falsi verbessern. 


Algebraische Gleichungen können im allgemeinen nur bis n= 4 durch Ziehen von Wurzeln 
gelöst werden. Bei n = 3 und n= 4 ist der rechnerische Aufwand dabei schon beträchtlich. 
Bei algebraischen Gleichungen mit n> 4 und bei transzendenten Gleichungen ist im allge¬ 
meinen eine formelmäßige Auflösung nicht möglich. Man ist meistens gezwungen, einen 
Näherungswert zu suchen und diesen zu verbessern; selbstverständlich ist auf sinngemäße 
Genauigkeit zu achten! 

Den in der Industrie tätigen Ingenieur interessieren meist nur die reellen Wurzeln einer 
Gleichung. Wir beschränken uns daher auf das Aufsuchen der reellen Lösungen. 


7.1 Grafische Näherungslösung 

Die reellen Wurzeln der Gleichung/(x) = 0 sind die Abszissen der Schnittpunkte des Gra¬ 
phen der Funktion y = f(x) mit der x-Achse. 


Es ist oft vorteilhaft, die Gleichung f(x) = 0 aufzuspalten, d. h. sie in der Form 
fi(x) = / 2 (x) zu schreiben. 


x 2 4- px + q = 0 wird aufgespalten: 
A(x) = x 2 und f 2 (x)= -px - q 



sinx — d = 0 wird aufgespalten: 
/i (x) = sinx und / 2 (x) = d 



Gleichung /(x) = 0 wird aufgespalten in 


Die der Funktion y=f(x ) zugeordnete 
/iO) =fi(x). 

Dann werden die Kurven der Funktionen f x \ y = fi(x) und f 2 : y = / 2 (x) gezeichnet. 
Die Abszissen x ( , für die /i(x) = f 2 (x) ist — also die Abszissen der Schnittpunkte der 
beiden Kurven —, sind die Wurzeln der Gleichung/(x) = 0. 
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BEISPIELE 

1. x 2 - ]/x = 3 

Wir spalten die Gleichung 
auf in/^ y = x 2 — 3 und 
f- y = ]fx 

Xi « 2,1 


\ y 

\y=x 2 - 3 1 

y=-^T^ 


i 

ro ■ 

i 

o 

1 / 2X! X 

\ -1 


\ " 2 


-o" 



3. tanx — x = 0 

Wir spalten die Gleichung 
auf in/: ^ = tanx und 
fi- y = x 

Xi = 0 x 2 » 4,5 



2. 

X- lnx- 3 = 0 




Wir spalten die 

Gleichung 


auf in/: y — \nx 
fi : JV = *-3 

und 



JC! « 0,05 

X 2 J 

« 4,5 

y 




i 

y=ln x 




Xl r i / 



0 

/l 2 /3 

X 

X 

- 


/ // y=x-3 



-2 




-3/ 




4. 

x — cosx = 0 




Wir spalten die 

Gleichung 


auf in/: y = x und 



/: >> = cosx 

Xi ~ 

0,74 
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5. e-* + f-l-0 

Wir spalten die Gleichung auf 
in/!: y = e ~ x und 

fi- y = l-f 

X, = 0 X; « 4,9 



6. 2* + -— 4 = 0 

X 

Wir spalten die Gleichung auf 
in/: y — 2 X und 

fi- y = 4-j 

*! — 0,38 x 2 ~ 1,8 



7. Die reelle Lösung der Gleichung x 3 + 0,66 x —1,17 = 0 ist grafisch zu bestimmen. 

Lösungsvariante a: 

Wir spalten die Gleichung 

x 3 + 0,66 x — 1,17 = 0 auf in f\'. y = x 3 und /: y = —0,66 x + 1,17 



Lösungsvariante b: 

Wir verwenden das Nomogramm für x 3 + ax + b = 0 auf der Seite 12 der Funktionen- 
und Zahlentafeln (14. Aufl.). 

Dort ist die Lösung unseres Beispiels eingezeichnet: die Ordner durch a = 0,66 und 
b =—1,17 schneiden einander in einem Punkt, der etwa in der Mitte zwischen der 
Lösungsgeraden für x = 0,8 und x = 0,9 liegt. 

Folglich: jc » 0,85 
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7.2 Regula falsi 


Der Name des Verfahrens kommt aus dem Lateinischen: Regel vom Falschen (Ansatz) aus¬ 
gehend. 


Anstelle der zu lösenden Gleichung /(x) = 0 betrachten wir wieder die zugehörige Funktion 
f-y=m. 


Wir suchen zunächst zwei Stellen und x 2 , an denen 
f(x) verschiedene Vorzeichen hat. 

Wenn die Funktion / in [x u x 2 ] stetig ist, so hat sie in 
diesem Intervall mindestens eine Nullstelle. 


Wir ersetzen die Kurve zwischen P l und P 2 durch die Sehne 
Pi P 2 . Diese schneidet die x-Achse in xq. Der Wert Xq ist ein 
Näherungswert für die Nullstelle x der Funktion f. 



\ _ -f* / \ 

Die Sekante durch P x und P 2 hat die Gleichung y = f(x x ) + -— ---— (x — xj 


x 2 - x t 


Für den Schnittpunkt (xö 10) der Sekante mit der x-Achse gilt: 
„ „ , . f(x 2 )-f(x i), 

0 = /(*i) +-----(x 0 - Xi) 

X 2 — Xi 


X 0 = Xi-f(xi) für Sgn/(x0#= sgn/(x 2 ) 


BEISPIEL 

Die Gleichung e _v +^— 1 = 0 ist mit der Regula falsi näherungsweise zu lösen, wobei sich die 

letzten beiden Näherungswerte dem Betrag nach höchstens um £ = 1-10“ 5 unterscheiden 
dürfen. 


Lösung: /(x) = e 1 


Wir haben bereits grafisch die Näherungslösung X} = 4,9 und wählen x 2 = 5,0. 
Wenn wir keinen programmierbaren Taschenrechner haben, dann rechnen wir: 
Xi = 4,9 /(x 2 )-/(x 1 ) = 0,01929 

x 2 = 5,0 x 2 - X! =0,1 


^ = 4 ’ 9 + ö ^ 29'°’ 01255 = 4 ’ 96507 
/(*>)=- 1 - 10- 5 

sgn/ (Xo) =t= sgn/(x 2 ): 

X, = 4,96507 f(xi) = - 0,00001 
x 2 = 5,00000 f (x 2 ) = 0,00674 

0 03493 

xo = 4,96507 + ‘ IO" 5 = 4,96511 


X 

fix) 

4,9 

-0,012 55 

5,0 

0,00674 

4,965 07 

-0,00001 

5 

0,00674 

4,96511 

0,00000 


x = 4,96511 
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Zur schnellen Lösung geben wir ein BASIC-Programm an: 


^ ^ PRINT "Regula falsi f(x) = EXP(-x) + x / 5 - 1 »: print 
DEF fnf (x) = EXP(-x) + x / 5 - 1 
DO 


INPUT "xl = »; xl 

INPUT "x2 = »; x2 

INPUT "epsilon = "; eps 

i = 0 

fl = fnf (xl): if ABS (fl) < eps THEN x = xl: f = fl: 

f2 = fnf(x2): IF ABS ( f2 ) < eps THEN X = X2 : f = f2- 

DO WHILE i < 100 
i = i + 1 


x = xl - ( 
IF ABS(f) 
IF SGN(f) 
X2 = 
ELSE xl 
END IF 
LOOP 


*2 - xl) / (f2 - fl) * fl: f = fnf 
< eps THEN EXIT DO 
= SGN(f2) THEN 
x: f2 = f 
= x: fl = f 


(x 


) 


GOTO ausgabe 
GOTO ausgabe 


ausgabe: 
LOOP 


PRINT "x = x, "f(x) = »; f, i; 
PRINT STRING$(70, : PRINT 


"Durchläufe" 


Ausgabe: 

Regula falsi f(x) = EXP(-x) + x / 5 - 1 

xl = ? 0 

X2 = ? 10 

epsilon = ? 1E-6 

x=0 f(x) = o 0 Durchläufe 


xl = ? 1 



x2 = ? 10 



epsilon = ? 1E-6 



x = 4.965113 

f(x) = -2.983336E-07 

5 Durchläufe 


AUFGABEN 


Mit Hilfe des Nomogramms für die reduzierte kubische Gleichung x 3 + ax + b = 0 sind 
Näherungslösungen zu ermitteln. Diese sind rechnerisch, soweit es die zur Verfügung 
stehenden Hilfsmittel gestatten, zu verbessern. 

7.01 a) x 3 + 0,6 jc + 1,3 = 0 

b) x 3 + 1,2jc- 2,1 = 0 

7.02 a) x 3 4- 0,4 x — 0,7 = 0 

b) r 3 - 0,5 jc + 1,9 = 0 

o 

II 

1 

X 

1 

*k 

'a' 

© 

b) x 3 - 1,4 jc + 0,80 = 0 

7.04 a) x 3 -1,22 x- 0,22 = 0 

b) x 3 - 1,38 jc = 0,30 

7.05 a) x 3 — 0,75 x - 0,1 = 0 

b) x 3 — 0,9 x = 0,9 
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Bei den folgenden Gleichungen sind die reellen Wurzeln näherungsweise zu berechnen: 


7.06 

a) 

x 3 + 2x 2 + 6 x — 10,5 = 0 

b) 2x 3 — x 2 + 5x + 4,35 

= 0 

7.07 

a) 

x 3 + 2,77 jc 2 + 1,2.x + 3,1 = 

0 b) x 3 — 4,25 x 2 + 5,17 x - 

- 21,72 = 0 

7.08 

a) 

x 4 -2x +0,40 = 0 

b) 0,8 x 4 — x 3 — 100 = 0 


7.09 

a) 

x 4 - 4x + 1 = 0 

b) x 4 + 2 x — 2 = 0 


7.10 

a) 

x 4 - x 3 - 5x + 5,5 = 0 

b) x 5 -5x + 3,65 = 0 


7.11 

a) 

x 2 -VT = 3,1 

b) x 2 - ][x = 1,35 


7.12 

a) 

x 2 - 1 fx - 4,62 = 0 

3 _ 

b) x 2 - ]/x = 8,64 


7.13 

a) 

x 2 - \x + 0,252 = 0 

b) x 2 -fc + 0,17 = 0 


7.14 

a) 

x 3 - 1/x = 3,52 

b) x 3 - 1/x 4- 0,52 = 0 


7.15 

a) 

x 3 - 1/x = 0,83 

b) 3x 3 - 5x4- 1 = 0 


7.16 

a) 

x — lnx = 1,82 

b) x-lnx = 7,45 


7.17 

a) 

x — lg x = 4,1 

b) e-*-y- 0,60 = 0 


7.18 

a) 

e-' + y-0,912 = 0 

b) e v — y = 3,81 


7.19 

a) 

tanx — 0,5 x = 0 

b) tanx — x = 1 

c) tan x + x — 2 = 0 

7.20 

a) 

2 x — cosx = 0 

b) 0,5x — cosx = 0 

c) 0,25 x — cos x = 1 

7.21 

a) 

sinx — x + 1 =0 

b) sinx — x + 2 = 0 

c) sinx + x — 2 = 0 

7.22 

a) 

2 X + — = 5 

X 

b) y + — = 7,8 

X 

c) 3 ' - — = 3 

X 

7.23 

a) 

4 V = x 4 

b) 3 v = x 3 

c) 2 X = X 2 ’ 2 

7.24 

a) 

x v =40 

b) x v = 4,7 

c) x v =0,85 

7.25 

Wie tief sinkt eine Holzkugel (r = 9,2cm; y= 0,7-IO 4 N/m 3 ) in Wasse 
(f= 0,9807 • 10 4 N/m 3 )? 


7.26 Die Höhe des aus der Flüssigkeit (7 = 0,80-10 4 N/m 3 ) ragenden Abschnitts einer 
schwimmenden Kugel (y = 0,675 -10 -4 N/m 3 ) beträgt 3,4 cm. 

Berechnen Sie den Kugelradius! 


7.27 Wie tief sinkt eine Bleikugel (r = 16,4 cm; y = 11,1 • 10 4 N/m 3 ) in Quecksilber 
(/ = 13,34-IO 4 N/m 3 )? 

7.28 Eine Hohlkugel aus Gußeisen (7 = 7,70-IO 4 N/m 3 ) mit der Wanddicke 5 = 2 cm soll in 
Wasser schweben (7 = 0,9807 • 10 4 N/m 3 ). Wie lang sind die Durchmesser? 

7.29 Der Rauminhalt eines geraden Kreiszylinders beträgt V= 2065 cm 3 , die Oberfläche 
O = 1364 cm 2 , d und h sind zu berechnen. 

7.30 Von einem Kugelabschnitt sind K=305 cm 3 und r = 8,5 cm gegeben. 

Wie hoch ist der Kugelabschnitt? 

7.31 Ein liegender zylindrischer Kessel ist 2 m lang und faßt V = 2500 1. 

Wie hoch steht das Wasser, wenn V x = 1500 1 eingefüllt sind? 



8. Gauß-Algorithmus 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Algorithmus erklären; 

■ lineare Gleichungssysteme in mehreren Variablen mit Hilfe des Gauß-Algorithmus lösen. 


Im 1. Band haben wir uns bereits mit dem Lösen von linearen Gleichungssystemen be¬ 
schäftigt. 

Wir wollen nun das Lösen solcher Systeme mit Hilfe des Gauß-Algorithmus genauer unter¬ 
suchen und damit die Grundlagen für die Programmierung dieses Problems schaffen. 

Beim Gauß-Algorithmus wird ein System von n linearen unabhängigen Gleichungen in n 
Variablen schrittweise in ein äquivalentes gestaffeltes Gleichungssystem übergeführt. 


Es wird z. B.: 


in 


(I) 2x 1 + 3jc 2 + x 3 =-2 

(II) 4 Xi+ 9 jc 2 + 7x 3 = 0 

(III) 6xi + 3* 2 — 3 x 3 = 6 

(I') 2jc 1 + 3jc 2 + * 3 = — 2 
(IT) 3* 2 + 5* 3 = 4 

(III") 4*3= 8 


übergeführt. Dieses System können wir leicht lösen: 

Aus der letzten Gleichung (III") erhalten wir * 3 = 2 
Nun beginnt die Rückwärtsrechnung. 

Wir setzen den Wert von * 3 in die vorletzte Gleichung 3* 2 + 5* 3 = 4 ein und erhalten 
3* 2 + 10 = 4, also 3* 2 = — 6; somit * 2 = — 2 

Die Rückwärtsrechnung wird durch Einsetzen der Werte von * 2 und * 3 in die 1. Gleichung (I) 
abgeschlossen. 

2 * t + 3* 2 + * 3 = — 2 => 2 *! — 6 + 2 = —2 => 2 * : = 2 => *, = 1 


Lösung: *! = 1 * 2 = — 2 * 3 = 2 

Wie kommen wir nun vom Eingangssystem zum gestaffelten System? 

(I) und (I') stimmen überein. 

Die Gleichung (II') enthält nicht mehr die Variable *,. 

Um *! aus (II) bis (III) zu eliminieren, können wir die erste Gleichung mit 2 multiplizieren 
und die so erhaltene Gleichung von der Gleichung (II) subtrahieren. 

Wir schreiben symbolisch (IF) = (II) — (I)-2 
Analog erhalten wir: (Iir) = (III) -(I)-3 

Dieses Beispiel ist besonders einfach, weil in (II)—(III) die Koeffizienten von ganzzahlige 
Vielfache von a n — 2 sind. 

Allgemein lautet ein lineares Gleichungssystem in 3 Variablen: 

(I) flu*! + 0 12 * 2 + ^13*3 = «14 

(II) 021 *1 + «22 *2 + 0 23 *3 = 0 2 4 

(III) 031*1 + 032 *2 + 033 *3 = «34 
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Wir bezeichnen die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Elemente unseres Systems mit 
fli 4 , üf 2 4 ? « 34 , weil diese Elemente demselben Algorithmus unterworfen werden wie die Koeffi¬ 
zienten djj. 

Um X] aus (II) zu eliminieren, multiplizieren wir (I) mit — und subtrahieren die so erhaltene 
Gleichung von (II). ün 

(I) a u x t + a u x 2 + «13*3 = a u 

(II) «21 X] + CI 22 X 2 + « 23*3 == «24 

(II') = (II) - (I) ~ 

“11 

(a 2l - a n • - J-) x, + (a 22 - « u • * 2 + (« 23 - a 13 • - J-) *3 = (* 24 - • -g) 


0 

Durch diese Rechnung wurde erreicht, daß der Koeffizient von X\ in (IE) Null ist, daß also 
(IE) a{ 2 *2 + «23 *3 = «24 gilt- 

Analog erhalten wir durch (III') = (III) — (I) • — 

«11 

(III') «32 *2 + «33 *3 = «34 

Diese Umformungen sind nur dann durchführbar, wenn a u = 1=0 ist. 

Wenn der Koeffizient a n = 0 ist, dann vertauscht man die Gleichungen. 

Es liegt nun ein lineares Gleichungssystem in 2 Variablen vor: 

(IE) a[ 2 * 2 + «23 *3 = «24 

(III') «32 X2 + «33 *3 = «34 

Durch (III") = (IIE) —(IE) • erhalten wir: 

«22 

(III") «33 *3 = <*34 

Das System (I), (IE), (III") lösen wir schrittweise, mit (III") beginnend. 

BEISPIELE 

1. Das lineare Gleichungssystem 

(I) 


(II) 

(III) 


* 1 + X 2 ~ *3 = 11 
Xj + 2* 2 + 3* 3 = 17 
*1 —4* 2 + 2* 3 = 4 


ist zu lösen. 

Lösung: 

Aus (II) und (III) wird jeweils * 3 eliminiert: 


(IE) 

*2 + 4*3 = 

= 6 

(IE) = 

“(II) ■ 

(III) 

— 5 * 2 + 3 * 3 = 

= —7 

(IIE) 

-(III) 

Aus (II 

') und (IIE) wird nun * 2 eliminiert: 

(III") 

(3 + 5 • 4) * 3 = 

-7 + 5 

•6 

(III" 


23*3 = 

23 

*3 = 1 



Rückwärtsrechnung: 

(IE) *2 + 4-1 = 6 
(I) *3 + 2-1 = 11 


*2= 2 
*! = 10 
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2. Das lineare Gleichungssystem 

(I) 8,5 - 2,3 x 2 4- 5,1 x 3 = 52,19 

(II) - 5,6 jg + 4,6 x 2 + 6,7 x 3 = 22,53 

(III) 4,1 X! - 2,1 x 2 +1,2 * 3 = 20,1 
ist mit dem Taschenrechner zu lösen. 

Lösung: 

(ii')=(ii)-(i)^=(ii)+(i)|| 

cm')=(in)-(i) 

(II') 3,0847 x 2 +10,06 x 3 = 56,914 

(III') - 0,9906 x 2 - 1,26x 3 =-5,074 

(III") 1,9706x3 = 12,203 

(IT) 3,0847 x 2 = 56,914 -10,06 x 3 
(I) 8,5 x t = 52,19 + 2,3 x 2 - 5,1 x 3 


x 3 = 6,7 

x 2 = -3,4 
x t = 1,2 


Nun lösen wir ein lineares Gleichungssystem in n Variablen mit Hilfe des Gauß-Algo¬ 
rithmus. 

Wir gehen von 

(I) fln*i + fl 12 x 2 +... + a- ln x„=a- lt „ + - [ 

(II) Ö21*l + ^22*2 + - • • + «11 +0 

(n) a lü x-i + a n 2 x 2 +... + a n „x n = a, u n+1 
aus. 

Wir eliminieren x, aus den Gleichungen (II) bis («). 

Die 1. Gleichung wird mit 

— multipliziert und dann von der 2. Gleichung subtrahiert, 

a ti 

— multipliziert und dann von der 3. Gleichung subtrahiert, 

a ii 


— multipliziert und dann von der n -ten Gleichung subtrahiert. 

a ii 

Auf diese Weise erhält man ein System von n — 1 Gleichungen in n— 1 Variablen. 
(IT) cl 22 x 2 ~l-fl 23 x 3 T...T a 2n x„ = a 2 n +\ a ' i2 =¥0 

(n') a' n2 x 2 +a' n 3 x 3 +. .. + a' nn x n = a ' n+1 


Analog eliminiert man die x 2 -Spalte und erhält ein System von n — 2 Gleichungen in 
n — 2 Variablen 1 . 


Falls a 22 = 0 ist, so vertauscht man die 1. Zeile mit einer anderen Zeile, für die a / 2 4= 0 gilt. 
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Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhält man das Gleichungssystem 


(I) 

011*1 + 012*2+013*3 + - 

. . + a lw x n =a 1>n+1 

fln=t=0 

(HO 

0 22*2+023*3 + - 

• ■ + a 2nX n =a{n+\ 

022 + ° 

(in") 

033*3 + - 

. .+fl 3 , »^=ö3:„+i 

«33+0 

(>-i)) 


a nn X n— a „,n+ 1 

fl ( "- 1) =l=0 

“ nn ^ 


Dieses System wird schrittweise, mit x„—. . . beginnend, gelöst. 


Beachten Sie: 

Bei der 1. Stufe haben wir Xi aus (II) bis (n) eliminiert. 

Bei der 2. Stufe haben wir x 2 aus (III') bis («') eliminiert. 

Durch die Striche wird der an und für sich leichte Sachverhalt kompliziert. 

Bei der Durchführung der k-ten Stufe, also beim Eliminieren 
von jc steht oben links der Koeffizient a kk . 

Die Formel für die Elimination von x k kann man sich leicht in 
der Form 


merken 1 . 


, s Ö/Jfc 

\ a ijjneu a ij ‘ a kj 



Durch Anwendung des Gauß-Algorithmus werden alle unter a kk stehenden 
Koeffizienten auf den Wert Null gebracht. 

Nun zum zweiten Teil, der Rückwärtsrechnung. 

Aus der Schlußgleichung 

(n): a n „x„=a „'„+i 

berechnen wir: x„= a n n+ 1 /a nn 

Aus (n- 1): = fl„_ ltB + 1 

berechnen wir: = (a„-i, n + i — a n -\, n x n )/ 

Aus (n- 2): a n _ 2 ,„- 2 *«-2 + + a »- 2,„x n = a n - 2 , n + 1 

berechnen wir: 

X„-2 = (fl«-2,» + l - ( a n-2,n-\ X n-\ + - 2,„*„))/<*„ - 2.» - 2 


Aus (I): 


flnJt! + < 212*2 + « 13 X 3 4- .. . + a ltH 'x„ = + i 

berechnen wir: x, = (fli, ); + i — (« 12^2 + a u x 2 + ... a hn x„))/a u 

= ^i.,» + i - 2«i,./ ’ x ^j /a n 


Die Lösung der Gleichungen (n— 1), (n — 2), . .., (I) können wir folgendermaßen einheitlich 
schreiben: 


Xj = 






(ö, 7 ) ncu = neuer Koeffizient, a, 7 = alter Koeffizient 
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Wir bringen nun ein einfaches QBASIC-Programm für das Lösen eines linearen Gleichungs¬ 
systems mittels Gauß-Algorithmus, in dem einfachheitshalber nur das Prinzip gezeigt wird. 
Dieses Programm funktioniert nicht, wenn bei einem Eliminationsschritt a kk =0 ist. 

Im EDV-Unterricht wird gezeigt, wie man Zeilenvertauschungen vornimmt bzw. durch 
Arbeiten mit Kennzahlen schneller zum Ziel kommt. 

CLS : PRINT "GAUSS-Algorithmus": PRINT 
DIM a (25, 26) , x(25) 

DO 

READ n 

FOR i = 1 TO n: FOR j = 1 TO n + 1: READ a(i, j): NEXT j: NEXT i 
PRINT "Matrix A:" 

FOR i = 1 TO n 

FOR j = 1 TO n + 1: PRINT a(i, j), : NEXT j: PRINT 

NEXT i 


’ Eliminationsvorgang 

FOR k = 1 TO n - 1: y = a(k, k) 

FOR i = k + 1 TO n: z=a(i, k) /y 
IF z THEN 

FOR j = k + 1 TO n + 1: a(i, j) = a(i, j) - z * a(k, j): NEXT j 
END IF 
NEXT i 
NEXT k 

' Aufrechnung der Variablen 

FOR i = n TO 1 STEP -1: y = a(i, n + 1) 

IF i < n THEN FOR j = i + 1 TO n: y = y - a(i, j) *x(j): NEXT j 
x (i) = y / a (i, i) 

NEXT i 


' Ausgabe der Lösung 

PRINT : PRINT " Lösung:": PRINT " i ", " x(i) 
FOR i = 1 TO n: PRINT i, x(i): NEXT i 
y$ = INPUT$(1) 

LOOP 


DATA 4, 2,3,1,4,2, 4,9,7,6,6, 


6,3,-3,13,7, 8,21,31,3,31 


Ausgabe 

GAUSS-Algorithmus 
Matrix A: 

2 3 14 2 


4 


9 


7 


6 


6 


6 


3 


-3 


13 


7 


8 


21 31 3 


31 


Lösung: 

1 
1 

2 

3 

4 


x(i) 

1 

-2 

2 

1 
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AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit Hilfe des Gauß-Algorithmus. 


8.01 a) 3*! — 5jc 2 = 18 
2 x-i + x 2 = — 1 


8.02 a)4x-5.y = 22 
5x — 4y = 23 


8.03 a) 2 x-, + 3 x 2 = 5 
3 x 3 — 4 x 2 = 7 


8.04 a) 3 JC: — 5 x 2 + 4 x 3 = 23 
4*! — 5 x 2 4- 6x 3 = 21 
5 + 6 x 2 — 7 x 3 = — 5 


8.05 a) 3 jc + 4y — 5 z = — 50 
— 6x + 7y + 5z = 95 
4x — 5y + 3 z = — 1 


8.06 a) 2 xt + 5x 2 — 8x 3 = 12 
3 Xi — 6 x 2 — 2 x 3 = —12 
— 3*i 4- 7 x 2 4- x 3 = 15 


8.07 a) Xi + x 2 + x 3 + x 4 = 7 
2x x — x 2 — x 3 — x 4 = —9 
— 5 X] + 3 x 2 4- x 3 + x 4 = 5 
3x 3 4- x 2 — 4x 3 — 2x 4 = —17 


8.08 a) la + %b — 9c + 5d = — 36 
5a — 4b + 3c — 4d = 5 
3a — 4 6 + 5 c — 8(7 = 7 
14 a — 2 6 + 3 c — 5 d = —9 


8.09 a) ^! + 2 x 2 + x 3 — x 4 = 2 

2 jti — 2 x 2 — x 3 + 2 x 4 = 2 

— 3 x 3 + 3 x 2 + 3 x 3 — 4x 4 = — 1 

5 X! — x 2 — x 3 — x 4 = 2 


b) 6 Xt + 3 x 2 = 6 
5 X! + 2 x 2 = 4 


b) — 7x + 5y = 35 
2x — 4y = 12 


b) — 6 Xt + 5 x 2 = 1 
3 x-t + 4 x 2 = 5 


b) x t 4- 2 x 2 4- 3x 3 = 19 
— Xi + 4 x 2 — 5 x 3 = —17 
5 x-i — 4 x 2 — 3 x 3 = — 23 


b) 6x — 7^ + 3z = 10 
7x4- 6y — 2z = 5 
14x- lOy + z = -15 


b) 4 x 3 — 5 x 2 4- 9 x 3 = 3 
— 5x t 4- 6x 2 — 10 x 3 = 4 
4 X! + 5 x 2 — 8 x 3 = 5 


b) 9 Xt — x 2 4- x 3 — 5 x 4 = 4 

3 Xi 4- 4 x 2 — 7 x 3 — 9 x 4 = 10 

— 6 Xt — 3 x 2 — 8 x 3 + 7 x 4 = — 21 

5 x 3 + 5 x 2 + 2 x 3 — 5 x 4 = 17 


b) 2 r 3 — 3 s 2 — 7 t 3 — 4 w 4 = 12 
3 r 3 + 4s 2 4- 6 t 3 =10 
— 4 ^ — 5 s 2 — 5 t 3 — 5 w 4 = —3 
7 + 6 s 2 + 4 r 3 4- 6 m 4 = 7 


b) 2 x-i + x 2 — 5 x 3 — x 4 = 2 

4 x t + x 2 — 2 x 3 + x 4 = 5 

5 X! + x 2 + 2 x 3 — 2 x 4 = 7 



9. Kreisfunktionen und Arkusfunktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Kreisfunktionswerte eines beliebigen Winkels mit Hilfe der Tabelle ermitteln; 

■ die Formeln für sin 2 oc und für cos 2 oc angeben; 

■ einfache Umformungen von Kreisfunktionstermen mit Hilfe der Formeln für den doppelten 
Winkel durchführen; 

■ einfache Umformungen von Kreisfunktionstermen unter Verwendung einer Formelsammlung 
durchführen; 

■ die Eigenschaften der Funktionen 

y = sin x y — cos x y — tan x 

y = arcsin x y = arccos x y = arctan x 

angeben; 

■ den Einfluß von A, b und cp auf den Kurvenverlauf von y = A sin ( bx + <p ) angeben; 

■ die Begriffe Phasenverschiebung und Anfangsphase erklären; 

■ die Graphen der Kreisfunktionen y — A • sin ( bx + c) für ein gegebenes Intervall skizzieren; 

■ Kreisfunktionsterme von der Gestalt A x -sin (bx + c 1 ) + A 2 -sin (bx + c 2 ) auf die Gestalt 
A • sin (bx + c) umformen; 

■ Gleichungen, die sich auf 

sin ax = b cos ax — b V&nax = b 

zurückführen lassen, nach x lösen. 


9.1 Wiederholung 

Wir haben im 1. Jahrgang die Kreisfunktionen als wertvolles Hilfsmittel für die Berech¬ 
nungen an Dreiecken kennengelernt. 

Wir sind von folgender Definition ausgegangen; 


Wenn P a der zum orientierten Winkel oc gehörige Punkt des Einheitskreises ist, so be¬ 
zeichnet man den Zahlenwert der 

Ordinate von P a als Sinuswert des Winkels oc, 

Abszisse von P a als Kosinuswert des Winkels a. . . 

Die Menge der geordneten Paare (a; sin a) heißt Sinusfunktion. 

Die Menge der geordneten Paare (er, cos oc) heißt Kosinusfunktion. 





Die x-Achse ist der 1. Schenkel, 0 P a der 2. Schenkel. 

oc = < x 0 P a ist ein orientierter Winkel (positiver Drehsinn). 
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Tangenswert von er: tan cr =- (cos er 4= 0) 

cos er 

Die Menge der geordneten Paare (er; tan er) heißt Tangensfunktion. 

Man kann tan er auch am Einheitskreis darstellen, nämlich als Maß¬ 
zahl des Haupttangentenabschnitts. 

Wir haben gesehen (Band 1, 15.2), daß man die Kreisfunktionswerte 
von spitzen Winkeln auch als Seitenverhältnisse im rechtwinkligen 
Dreieck deuten kann. 


y 



0 1 x 



Wir haben gelernt, wie man eine Sinuskurve, eine Kosinuskurve und eine Tangenskurve 
skizziert und haben uns die Gestalt dieser Kurven eingeprägt. 



Wir stellen nun eine Tabelle der Vorzei- Quadrant 

chen der Kreisfunktionswerte in den 

I 

II 

III 

IV 

vier Quadranten auf: sin er 

+ 

+ 

- 

- 

cos oc 

+ 

- 

- 

+ 

tan oc 

+ 

- 

+ 

- 


Wir stellen nun die wichtigsten Kreisfunktionswerte in einer Tabelle zusammen: 


oc 

0° 

30° 

45° 

On 

O 

90° 

120° 

135° 

Lh 

O 

o 

OO 

O 

o 

225° 

270° 

315° 

sin er 

0 

1 

2 

V2 

2 

K 

2 

1 

J/L 

2 

K 

2 

1 

2 

0 

K 

2 

-1 

K 

2 

cos er 

1 

V3 

2 

n 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

& 

2 

V3 

2 

-1 

f2 

2 

0 

12 

2 

tan er 

0 

V3 

3 

l 

W 

± oo 

-W 

-1 

VL 

3 

+ oo 

1 

+ oo 

-1 
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Umrechnungsformeln 

Aus sin 2 er + cos 2 er = 1 und 

* sin er / , m c i * 

tan er =- (cos er + 0) folgt: 


cos er 


\ 

l + tan 2 cr=—z— 


cos 2 er 


Mit Hilfe dieser Formeln können wir aus einem gegebenen Kreisfunktionswert die anderen 
Kreisfunktionswerte desselben Winkels ohne Benützung der in den Taschenrechner einge¬ 
bauten Kreisfunktionen ausrechnen. 


BEISPIELE 


2 . 


Gegeben: sin er; 0°<cr<90° 
Gesucht: tan er 


Lösung: 


tan er = 


sin er 
cos er 


sin er 

Vl — sin 2 er 


Gegeben: tan er; 0°<er<90° 

Gesucht: cos er 

r .. „ , 1 1 

Losung: l + tan z er =-~— => cos er = ,— = 

c °s 2 or l/l + tan 2 nr 


Zusammenstellung der Umrechnungsformeln: 



ausgedrückt durch 


sin er 

cos er 

tan er 

sin er 


1/1 — cos 2 er 

tan er 


Vi 

+ tan 2 er 

cos er 

|/l — sin 2 er 


1 


Vl 

+ tan 2 er 

tan er 

sin er 

Vl — sin 2 er 

]/l — cos 2 er 
cos er 



Diese Formeln sind für alle Winkel er mit 0° <cr<90° gültig. 

Unmittelbar können wir diese Formeln aus der grafischen Darstellung gewinnen: 

Vl -tan 2 oc 




Gesucht: cos er, tan er 

Lösung: cos er = ]/l — sin 2 er = ~|/l — 



tan a 


tan er = - 
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4. 


Gegeben: tan cc = ][2 (erliegt im 1. Quadranten) 

Gesucht: sin#, cos er 


Lösung: 


tan er 


_ 1 fT 

|/l + tan 2 « ]/3~ f 3 


cos er = 


1 

]/l + tan 2 er 



AUFGABEN 


9.01 Berechnen Sie aus einem gegebenen Kreisfunktionswert die zwei anderen Kreisfunk¬ 
tionswerte desselben Winkels ohne Benützung des Taschenrechners. 


a) sin er = 


13 


d) sin or = — 

g) sin er = 0,3 


b) COS CT = - 

, 12 

e) cosa = — 

h) cos er = 0,4 


9.02 Zeichnen Sie ein rechtwinkliges Dreieck mit a =4,5 cm und 


4 


a) sincr = - 


b) cos er = 0,82 


c) tancr = - 
2 


f) tan cr = - 

i) tan er = 5 

c) tan ß = 1,5 


9.03 Vereinfachen Sie die folgenden Terme so weit wie möglich. 

tan er 


v tan er 

a) -— 

sin er 


d) tan er- 


g) cos er yi -I- tan 2 er 


b) - 

e) 


sin 2 er + cos 2 er 
cos er 


1 -f tan 2 er 


h) sin er -1/1 -I- tan 2 er 


c) tan er-cos er 
sin er 


0 


1 + 


1 


tan 2 er 


9.2 Beziehungen zwischen den Funktionswerten der Winkel er und — er 


Linksdrehungen, also Drehungen entgegen dem Uhr¬ 
zeigersinn, entsprechen positive Winkel. 
Rechtsdrehungen, also Drehungen im Uhrzeigersinn, 
entsprechen negative Winkel. 

Wir erkennen: 


sin ( — cr)= — sin er 
cos (— er) = + cos er 
tan (— er) = — tan er 



AUFGABEN 

9.04 Überprüfen Sie mit dem Taschenrechner für cr= —720°, —600°, ..., 720° die obigen 
Beziehungen. 
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9. Kreisfunktionen und Arkusfunktionen 


9.3 Reduktionsformeln 


sin = cos (90° — a) 
cos oc = sin (90° — cc) 
tan cc = cot (90° — cc) 
cot £z = tan (90° — cc) 


Der Funktionswert eines spitzen Winkels ist 
gleich dem Kofunktionswert seines Komplement¬ 
winkels * 1 2 . 



Aus der Zeichnung erkennen wir: 


sin 

(180° 

~cc) = 

sincr 

cos 

(180° 

-a) = 

— cos cc 

sin 

(180° 

+ a) = 

— sin# 

cos 

(180° 

+ a) = 

— cos# 

sin 

(360° 

-a) = 

— sincz 

cos 

(360° 

-a) = 

costz 



s 


Somit gilt auch: 


tan (180° — cc) = — tanar tan (180° + £z) = tan cc tan (360° — cc) = — tan cc 


^ Es ist unsinnig, die Formelgruppen dieses Abschnitts auswendig zu lernen. 

Aufgrund der Definition der Werte der Kreisfunktion als Maßzahlen von Strecken am Ein¬ 
heitskreis ist die Zurückführung auf Funktionen spitzer Winkel (wenn nötig mit Skizze) wirk¬ 
lich leicht. 


AUFGABEN 

9.05 Überprüfen Sie die angegebenen Formeln für cc = —720°, —600°, .. ., 720° mit dem 
Taschenrechner und für or = 30° und cc = 90° ohne Taschenrechner. 

9.06 Zeichnen Sie für 0° < cc < 360° die Kurve y — sin cc. 

a) Zeichnen Sie nun, ohne Werte zu berechnen, die Kurve y = cos cc. 

b) Wie muß die Bezeichnung der cc- Achse geändert werden, damit aus der Sinuskurve 
die Kosinuskurve wird? 


1 Definition: Zwei Winkel CC\ und oc 2 heißen komplementär, wenn für ihre Gradmaße gilt: er, -I- a 2 = 90° 
cosinus = complementi sinus (lat.) = Sinus des Komplementwinkels 

cotangens = complementi tangens (lat.) = Tangens des Komplementwinkels 
Man bezeichnet cos als Kofunktion von sin und umgekehrt. 

Man bezeichnet cot als Kofunktion von tan und umgekehrt. 

2 für alle a =¥ (2 k + 1) • 90° (mit k e Z) 
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s 


9.4 Kreisfunktionswerte der Summe (bzw. Differenz) zweier Winkel 


sin (a±ß) = sin oc cos ß ± cos oc sin ß 


cos (cc±ß) = cos oc cos ß =f sin oc sin ß 


tan (cc±ß) 


tan er ± tan/? 
1 q^tan er tan/? 


Diese Formeln heißen erster Summensatz. .. .* 


Die ersten beiden Formeln gelten für beliebige er und ß. 

Die 3. Formel setzt die Existenz der Tangenswerte und einen von Null verschiedenen 
Nenner voraus. 

Wenn cc und ß kleine Winkel sind, so ist cos er«! und cos/?«l; es gilt dann 

sin (er ± ß) « sin cc ± sin ß und tan (er ± /?)« tan er ± tan ß. 

Für ß = oc erhalten wir: sin 2er«2 siner sin n er« n -sin oc .. 1 2 

tan 2 er « 2 tan er tan ncc « n -tan er 


BEISPIEL 

Ein Körper vom Gewicht G liegt auf einer 
schiefen Ebene und soll durch die waagrechte 
Kraft F gleichförmig hinaufgezogen werden. 

Der Neigungswinkel ist oc, der Reibungskoeffi¬ 
zient ist ju. 

Es gilt die Beziehung ji =tanp, wobei p der Rei¬ 
bungswinkel ist. F ist zu berechnen 3 . 



Lösung: 

Die in der Bewegungsrichtung wirkenden Kräfte G ', R, F' müssen einander aufheben: 

G'+R = F' 

G wird zerlegt in G' = G sin oc und N] = G cos oc. 

Ferner gilt F' = F cos oc und N 2 = Fsin oc. 

Für die Reibungskraft R gilt: R =p N = p (A^ -I- N 2 ) = p (G cos oc + Fsin oc) 


Die Gleichgewichtsbedingung G'-\-R = F' lautet somit: 


G sin oc + p (G cos oc + Fsin oc) = F cos oc 


bzw. F = G 


sin oc 4- , u cos cc 

- —:- : c 

cos er — psm cc 


F = 


G 


tan oc + p 
1 — p tan oc 


Mit jU=tan p erhalten wir: 


F=G 


tan cc + tan p 
1 — tan oc -tan p 


Nach dem ersten Summensatz ist der Bruchterm äquivalent tan (cr + p). 
Folglich gilt: F= G tan (cr + p) 


1 Einprägsame Merkregel: sin (a±ß).. . si - co co-si 

cos (oc±ß) ... co - co si - si 
Beweis, siehe Aufgabe 9. Bl 

2 Voraussetzung: cos oc «1 

3 Beachten Sie: Diese Kraft F stellt das Gleichgewicht vor dem Hinaufziehen her. Erst eine größere 

Kraft zieht den Körper hinauf. 
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AUFGABEN 

9.07 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner, wie groß er höchstens sein darf 1 , so daß bei 
dreistelliger Rechnung der absolute Betrag der Differenz zwischen Linksterm und 
Rechtsterm kleiner als 0,0005 ist. 

a) sin 2 oc = 2 sin er b) sin 3 er = 3 sin er c) sin 4 cr = 4 sin er 

d) tan 2 er = 2 tan er e) tan 3 er = 3 tan er f) tan 4 oc = 4 tan er 


9.08 Berechnen Sie mit dem 1. Summensatz: 

a) sin (180° + er) b) sin (180° — er) 

d) cos(180° + er) e) cos(180° — er) 

g) tan (180° + er) h) tan (180° - er) 


c) sin (360° - er) 
f) cos(360° — er) 
i) tan (360° — er) 


9. Bl Beweisen Sie den 1. Summensatz. 

9. B2 Beweisen Sie unter Verwendung des 1. Summensatzes: 

a) cos* = sin (x + 90°) b) sinx = cos (x — 90°) für alle x 


9. B3 Beweisen Sie, daß für das gleichförmige Abwärtsgleiten eines Körpers auf einer 
geneigten Ebene die Beziehung F=G • tan (a — p ) gilt. 


9.B4 Der Wirkungsgrad 77 einer Schraubenspindel mit der Steigung/? und dem mittleren 
Gewinderadius r und dem Reibungswinkel p beträgt 
tan er 

77 ta n(cr + p) 

a) Beweisen Sie diese wichtige Formel. 

b) Wie groß ist der Wirkungsgrad einer selbsthemmenden Schraube? 

h 

Anleitung: tan oc = -—, Nutzarbeit =.. . 

27t r 


9.5 Kreisfunktionswerte des doppelten und des halben Winkels 
Kreisfunktionswerte des doppelten Winkels 

Wir setzen in den in 9.4 angeführten Formeln ß = a und erhalten: 


sin 2 oc = 2 sin oc cos oc 

cos 2 oc = cos 2 oc — sin 2 er 

. 2 tan er 

tan 2 er — . 



1 - tan- er 


Kreisfunktionswerte des halben Winkels 

Es lassen sich auch die Funktionswerte des halben Winkels durch Funktionswerte des 
ganzen Winkels ausdrücken: 

* 7 cc t . 2 a , oc . , er 

l = cos / —+ sin-— cos cc =cos^ — — sin 2 - daraus: 


^ ^ i oe 

1 + cos er = 2 cos- — 

1 0 • 2 

1 — cos er = 2 sin- — 

2 



oc sei ein positiver Winkel 
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Es gilt somit: 



1 4- cos er 
2 


und 



AUFGABEN 


9.09 


Berechnen Sie sin 2 er, cos 2 er und tan 2 er, wenn gegeben ist: 

5 3 

a) sin er = 0,6 b) coscr = — c) tancr = - 


9.10 Begründen Sie, warum für kleine Winkel er aus 

sin 3 cr = 3 sin er — 4 sin 3 er die Beziehung sin 3 er « 3 sin er folgt. 


9.11 


Begründen Sie, warum für kleine Winkel er aus 
tan 2 er « 2 tan er folgt. 


tan 2 oc = 


2 tan oc 
1 — tan 2 er 


die Beziehung 


9.B5 Beweisen Sie: 


a) sin 3 er = 3 sin er — 4 sin 3 er 

b) cos 3 er = 4 cos 3 er — 3 cos er 

9.B6 Beweisen Sie: 


a) cos 2 er = 2 cos 2 er —1 

b) cos 2 er = 1 — 2 sin 2 er 

9.6 Summen und Differenzen von Sinus- und Kosinuswerten 

. 0 - . oc + ß cc — ß 

sin er + sin ß = 2 sin —— J - cos — 
y 2 2 

o ~ cc + ß cc — ß 

coscr + cos/)= 2 cos—cos ——— 

2 2 

. 0 ^ cc + ß . cc-ß 

sin er —sin/) = 2 cos ——— sin —- L - 
H 2 2 

O ~ • CC + ß . CC — ß 

cos er — cos ß = —2 sin ——— sin ——— 

H 2 2 


Diese Formeln heißen zweiter Summensatz und gelten für beliebige Winkel oc und ß. 


BEISPIELE 

1. sin (45° 4- oc) + sin (45° — oc) ist in ein Produkt zu verwandeln. 

|/T cos oc 

2. cos er —sin er ist in ein Produkt zu verwandeln. 

Lösung: 

cos er — sin er = sin (90° — er) — sin er = 2 cos 45° sin (45° — er) = l/T sin (45 — er) 


Lösung: 

sin (45° + er) 4- sin (45° — er) 

. . 45° + er + 45° — er 45° + er- 
= 2 sin---cos- 


-45° 4- er 


2 sin 45° cos er = 
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3. 


1 — 2 cos er ist in ein Produkt zu verwandeln. 

Lösung: 1 — 2 cos er = 2 ^y — cos er j = 2 (cos 60 ° — cos er) 
= - 4 sin ^30°+yj sin ^30° -yj 


tan er 4- tan ß ist in ein Produkt zu verwandeln. 

sin er sin/? sin er cos ß + cos er sin ß 

cos er cos/? cos er cos ß 

sin (a + ß) f . r a ß + ( 2k + 1 ) -90° mit k s . 
cosercos ß 


Lösung: tan er 4- tan ß = 


5. sin 4xcos 2 x ist in eine Summe umzuformen. 
. er 4- ß er - /? 

;—^ cos ^ 

oc + ß 

a = 6x; ß = 2x 



sin 4 x cos 2 x = y sin 6 x + y sin 2 x 


AUFGABEN 

9.12 Überprüfen Sie die vier Formeln des 2. Summensatzes mit: 



a ) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

g) 

(1) 

60° 

'O 

o 

o 

45° 

0° 

oo 

o 

o 

0 

O 

O 

CO 

-73,6° 

(2) 

30° 

90° 

45° 

90° 

60° 

-120° 

536,8° 


Formen Sie in ein Produkt um: 



9.13 

a) 

cos (45° + a) — cos (45° — a) 

b) 

cos (30° + er) 4- cos (30° — er) 

9.14 

a) 

sin (er + 30°) —cos (er —60°) 

b) 

cos (2 er — ß) 4- cos (/? - 2 er) 

9.15 

a) 

sin 270° — sin 30° 

b) 

sin (150° + er) — sin (150° — er) 

9.16 

a) 

sin 2x + sinx 

b) 

cos 5x —sin 3x 

9.17 

a) 

sin 60° 4-sin 30° 

b) 

cos 45° — cos 15° 

sin 60° — sin 30° 

cos 45° 4" cos 15° 

9.18 

a) 

1 + tan er 

b) 

1 — tan er 

Formen Sie um: 



9.19 

a) 

1 — tan 2 er 

14- tan 2 er 

b) 

2 tan er 

1 + tan 2 er 

9.20 

a) 

sin 2 er 

b) 

tan 2 er — sin 2 er 

14- tan 2 er 
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9.21 

9.22 

9.23 

9.24 


1 +sinor 1 — sin er 

. 2 sin a — sin 2 a 
a) —-- . . - 

2 sin er + sin 2 er 

a) sin 2 xcosa: 
a) sin inx cos nx 


b) --1--- 

1 + cos a 1 — cos a 

b) tan (cr + 45°) + tan (er — 45°) 

b) sin x cos nx 

b) sin (l + «)xcos (1 — n)x 


Beweisen Sie für a + ß + y = 180° : 

9.B7 sin a + sin ß + sin y = 4 cos^ cos^ cos^ 

2 2 2 

9. B8 tan a + tan ß + tan y = tan a • tan ß • tan y (Caguiolo, 1786) 

9. B9 cos 2 a + cos 2 ß + cos 2 y = l — 2cosacosßcosy (Lacrois, 1798) 


9.7 Kreisfunktionen mit der Definitionsmenge IR 


Für viele Probleme der Mathematik, der Physik und der Technik ist es zweckmäßig, anstelle 
des Gradmaßes das Bogenmaß als Argument der Kreisfunktionen zu wählen. 

Bereits im Band 1 wurde definiert: 



Die Einheit des ebenen Winkels im Bogenmaß ist 1 Radiant 
(abgekürzt: 1 rad). Manchmal schreibt man für a auch ä oder 
arc a. 





1 Radiant ist der Winkel, bei dem die Länge des zugehörigen Kreisbogens gleich der 
Länge seines Radius ist. 


Es bestehen folgende Beziehungen: 


1 = 90° =yrad 

180° =7i rad 


o 

10 =W rad 

1 rad = » 57,3 ° 


Bei den meisten Taschenrechnern gilt: 

Wenn wir einschalten, dann befindet er sich im Betriebszustand Degree (Altgrad). 

Durch Umschalten können wir ihn in den Betriebszustand Radiant bringen. 

Er faßt dann beim Berechnen von Kreisfunktionswerten die in der Anzeige stehende Zahl als 
Bogenmaß eines Winkels auf. 
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BEISPIELE 

1. ß = 212,7° /?=? 

Ü.: arc 180° = n => 

/?=-?!-. 212,7° =3,7123 
arc 212,7° =3,7123 

3. sin^ = sin 30° =i 
6 2 

5. cos 0,8 = ? cos 0,8 = 0,6967 


2 . 5= -94,8° 5= ? 

Ü.: — 90° = ——« —1,57 
2 

5=^-(- 94 , 80) =-l,65 46 
arc (-94,8°)= -1,6546 

4. tan—= tanl35° = -l 
4 

6 . tan 3,20 = ? tan 3,20 = 0,05847 


AUFGABEN 

9.25 Berechnen Sie das Bogenmaß von 

a) 47,3° b) 73,8° c) 113,5° d) 273,8° 

e) 346,7° f) 363,8° g) -17,4° h) -112,8° 

9.26 Wie viele Grad entsprechen dem folgenden Bogenmaß? 

a) 0,017453 3 b) 0,025 c) 0,635 d) 1,04 

e) 2,93 f) 3,65 g) -0,254 h) -1,45 

9.27 Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r = 7,50 cm. 

Wie lang ist der Bogen, der zum Mittenwinkel 

a) 34,2° b) 82,7° c) 146° d) 283° 

gehört? 

9.28 Gegeben sei ein Kreisausschnitt mit der Bogenlänge b = 12,4 cm und einem Mitten¬ 
winkel 

a) 12,8° b) 72,1° c) 153,3° d) 170° 

Wie groß ist der Radius und der Flächeninhalt? 

9.29 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner sin a, cos oc und tan a für den im Bogenmaß ge¬ 
gebenen Winkel oc\ 

a) 0,127 b) 1,05 c) 1,435 d) 1,68 e) 1,93 

f) 2,51 g) 3,24 h) 4,02 i) 4,48 j) 5,02 


Die Sinusfunktion y = sin x 



1. Definitionsmenge: U 

2. Wertemenge: [ — 1,1] 

3. Nullstellen: kn (k e Z) Dies folgt aus sin kn = 0 für alle k e Z. 
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4. Es gilt: sin (— x) = — sin x 

Die Sinusfunktion ist eine ungerade Funktion, die Sinuskurve ist daher symmetrisch 
bezüglich des Ursprungs. 


5. Die Sinusfunktion ist eine periodische Funk¬ 
tion mit der kleinstmöglichen (primitiven) 
Periode 2 7t. 

Es gilt für alle k e Z: 
sin (x 4- 2 k n) = sin x 
Somit: 

sin x = sin (x 4- 2 n) = sin (x + 4 7t) =. . . 

= sin (x — 2 Ti) = sin (x — 4 7 t) =. . . 



Die Sinusfunktion ist in den Intervallen . . 
wachsend 


n n 


3 7t 5 TT 

~ 2’ 2 

’ 

2 * ~Y _ 


und in den Intervallen . . 
jeweils in diesen Intervallen umkehrbar. 


71 3 71 


5 71 7 71 

2’ ~ 2 ~ _ 

’ 

_T"* ~ 2 ~_ 


. streng monoton 


, .. . streng monton fallend und daher 


AUFGABEN 

9.30 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 Stellen genau den Sinuswert der 


folgenden Winkel: 



a) 380° b) 520° 

c) 700° 

d) 1234° 

e) -128° f) -402° 

g) -630° 

h) -2014' 

0 3 7t j) |tt 

k) 9,3 

I) 15,4 

, 7 ,9 

m) --7t n) g 7i 

o) -8,75 

P) -16,2 


9.31 Reduzieren Sie die in 9.30 genannten Winkel auf ihren Hauptwert, also jenen Wert, 
der in [0°, 360°[, also in [0, 2n[ liegt. 


Die Kosinusfunktion y = cos x 

1. Definitionsmenge: IR 

2. Wertemenge: [ — 1,1] 

3. Nullstellen: (2 * + 1)5 (jfceZ) 

Dies folgt aus cos (2* + 1)5=0 für alle * e Z. 

4. Es gilt: cos ( — x) = cos x 

Die Kosinusfunktion ist eine gerade Funktion. Die Kosinuskurve ist daher symmetrisch 
bezüglich der y- Achse. 
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5. Die Kosinusfunktion ist eine periodische Funktion mit der primitiven Periode 2 7t. 

Es gilt: cos (x + 2 k7 t) = cos x für alle k e Z. .. 3 

6 . Die Kosinusfunktion ist in den Intervallen . .[0,7 t], [27t, 37t],.. . streng monoton fallend 
und in . .., [7t, 27t], [37t, 47t], .. . streng monoton wachsend und daher jeweils in diesen 
Intervallen umkehrbar. 

7. Es gilt für alle xeR: cos x = sin + yj 

BEISPIELE 

1. sinl37t=? 

Es gilt: sinÄ:7t = 0 für k eZ; folglich: sin 137t = 0 

2. sin 8,4 = ? sin 8,4 = 0,8546 

3. cos 840° = ? 

y = cos x ist periodisch mit der kleinsten Periode 360°. 

Folglich gilt: cos 840° = cos (840° - 2*360° ) = cos 120° = - y cos 840° = - y 

4. cos (-12,8)=? cos ( — 12,8) = 0,9728 

Die Graphen der Kreisfunktionen kommen in der Mathematik und in der Technik sehr oft 
vor. Wenn man nicht an einen bestimmten Maßstab gebunden ist, zeichnet man diese 
Kurven üblicherweise mit Schablonen. 



AUFGABEN 

9.32 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 Stellen genau den Kosinuswert der in 
9.30 angeführten Winkel. 


1 cosx = cos (x + 2 Tt) = COS (jc + 47t) = . .. 
= cos (x — 2 7t) = cos (jc — 47t) =... 
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1. Definitionsmenge: R \ | x | x = (2 k + l)-y a k e Zj 

Aus tanx = siri — und cos (2 k + 1)^ = 0 (für k e Z) folgt: 
cos x 2 

* . . r .. JC 3 7t 5 7t 7t 37t • u * a tr • 

tanx ist für jc=-, —, ——,.... — —, ——,... nicht definiert. 

2 2 2 2 2 

Die Tangenskurve besitzt an diesen Stellen Asymptoten parallel zur y- Achse. 

2. Wertemenge: IR 

3. Nullstellen: k 7t (fcsZ) 

Dies folgt aus tan k 7t = 0 für alle k e Z. 


4. Es gilt: tan ( — *)=— tan x 

Die Tangensfunktion ist eine ungerade Funktion, 
trisch bezüglich des Ursprungs. 

5. Die Tangensfunktion ist eine periodische 
Funktion mit der primitiven Periode 7t. 

Es gilt für alle 

x 4 ±~, und k e Z: 

2 2 

tan (x + k 7t) = tan x .. .* 

6. Die Tangensfunktion ist in den Intervallen 


7t 7t 


7t 37t 

~ 2’ 2 

’ 

T f ~2~ 


streng monoton wachsend und daher jeweils 
in diesen Intervallen umkehrbar. 


1 tan x = tan (x + 7 t) = tan (x + 27t) = tan (x + 3ti) = . .. 
= tan (x — 7t) = tan (x — 2n) = tan (x — 3 7t) =... 


die Tangenskurve ist daher symme- 
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BEISPIELE 


tan^-^ ist ohne Taschenrechner zu berechnen. 


4 


Lösung: y = tanx ist periodisch mit der kleinsten Periode 7t. 

2 ; 

Es gilt daher: tan — 



2 . 


tan4,2 = ? tan4,2 = 1,7778 3. tan (-215°)=? tan (-215°)= -0,7002 


AUFGABEN 

9.33 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 Stellen genau den Tangenswert der in 
9.30 angeführten Winkel. 

9.34 Die Gleichung einer Schwingung lautet x = 5,2 sin t, wobei x die Schwingungsweite (in 
cm) und t die Zeit (in s) ist. 

Berechnen Sie x für t = 0; 0,5; 1; 1,5; ...; 10. 

9.35 Berechnen Sie für x = 0, ..., 1,2 mit Ax = 0,1 

a) y = x — sinx b) >> = x-cosx c) y = 5x — 3 sinx 

9.36 Berechnen Sie >> = tanx — x fürx=—1, . .., 1 mit Ax = 0,l 

9.37 Bei Drehstromgeneratoren sind die Induktionsspulen um 60° gegeneinander versetzt 

(3 Spulenpaare!). 2 ^ 

Die Stromstärken sind daher um — ( = 120°) phasenverschoben. 

Es gilt: y-i = a sin kx 



Zeichnen Sie für a = 1 und k = 1 für x = 0 bis x = 2 7t mit der Zeicheneinheit 1 E = 2 cm 
die drei Kurven und addieren Sie jeweils deren Ordinaten. 

9. B10 Zu Beispiel 9.37. 

Beweisen Sie, daß für alle x-Werte (es gilt x = cot, also für alle Zeitpunkte!) 

Ti+T2 + T3 = 0gilt. 


9.8 Arkusfunktionen 


Die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen heißen Arkusfunktionen. 


Bereits in Band 1 haben wir Werte der Arkusfunktionen mit dem Taschenrechner ermittelt. 
Wir bringen in Erinnerung: 
sinx = 0,5 

x = arcsin 0,5 x ist ein Winkel, dessen Sinus den Wert 0,5 hat. 

x = 30° oder (anders geschrieben) x = 7t/6 

cos co = 0,213 

co = arccos 0,213 co =77,702° bzw. co = 1,3562 

co ist ein Winkel (entweder im Gradmaß oder im Bogenmaß), dessen Kosinus den Wert 0,213 


hat. 
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tan £ = 23,46 

£ = arctan 23,46 £ = 1,5282 bzw. £ = 87,5592° 

£ ist ein Winkel, dessen Tangens den Wert 23,46 hat. 


In diesem Abschnitt untersuchen wir die Eigenschaften der Arkusfunktionen. 


;> = sinx ist im Intervall 


—, — streng monoton wachsend und daher dort umkehrbar. 


Beachten Sie: 

Durch Spiegeln der Sinuskurve an der Geraden y = x erhalten wir den Graphen der Umkehr¬ 
funktion y = arcsin x. 


Die Umkehrfunktion der Sinusfunktion heißt 

Arkussinusfunktion. 


Definitionsmenge: y = arcsin x[— 1, +1] 
Wertemenge: y = arcsin x[ — n/2, + 7t/2] 

y — arcsin x ist eine ungerade Funktion, 
y = arcsin x ist streng monoton wachsend. 



arcsin x ist jener Winkel in [ — 7t/2, + 7t/2], dessen Sinus den Wert x hat. 


>> = cosx ist im Intervall [0, 7t] streng monoton 
fallend und daher dort umkehrbar. 


Die Umkehrfunktion der Kosinusfunktion 
heißt Arkuskosinusfunktion. 


Definitionsmenge: [ — 1, +1] 

Wertemenge: [0,7t] 

Nullstelle: 1 

y = arccos x ist weder gerade noch ungerade. 
y = arccos x ist streng monoton fallend. 



arccos x ist jener Winkel in [0, 7t], dessen Kosinus den Wert x hat. 
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Wir können arcsin x und arccos x auch am Einheits¬ 
kreis veranschaulichen: 

Es gilt offensichtlich (für alle x mit —1< x<l): 


arcsin x + arccos x = - 
2 



^ = tanx ist im offenen Intervall ] — n/2, +n/2[ streng monoton wachsend und daher dort 
umkehrbar. 


m 




Die Umkehrfunktion der Tangensfunktion heißt 

Arkustangensfunktion. 

TU 

y /y=tan 

2 

1 




Jr /=arctan : 


k -i / 

o i ix 

Definitionsmenge: U 

2 y 

2 

Wertemenge: ] — n/2, +n/2[ 

_1 


y = arctan x ist eine ungerade Funktion. 

/ f 71 


y = arctan x ist streng monoton wachsend. 

y=x ' 2 



arctan x ist jener Winkel in ] — n/2, + ti/ 2[, dessen Tangens den Wert x hat. 


AUFGABEN 

9.38 Geben Sie arcsin folgender Argumente an 1 : 


a) 0 




e) 




g) -1 


9.39 Geben Sie arccos der in 9.38 genannten Zahlen an 1 . 

9.40 Berechnen Sie arctan der in 9.38 genannten Zahlen 1 . 

9.41 Zeichnen Sie über [0, 4ti] den Graphen von: 

a) y = arcsin (sin x) b) y = arccos (cos x) 


d) 1 


c) y = arctan (tan x) 


Sowohl im Bogenmaß als auch im Gradmaß. 
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Berechnen Sie: 

9.42 a) sin ^arccosyj 

9.43 a) tan ( arcsin— t=\ 

\ fi) 

9.44 a) tan (arctan ( — 2, 4)) 

1 

9.45 a) arcsin 0,5 + arcsin— 

fi 

9.46 a) arcsin 0,5 = arccos x 

VF 

9.47 a) arccos J y- = arctan x 

9.Bll Beweisen Sie: 

a) sin (arccos x) = Vl — x 2 

b) cos (arcsin x) = ]/l — x 2 

c) sin (arctan x) = 


d) tan (arccos x) = 


l/l + x 2 


b) cos ^arcsinyj 
b) sin | arctan —1=- 

\ W 


b) sin (arctan ( — 2, 4)) 

. 1 1 
b) arcsin — + arctan-^ 
2 

b) arctan j/F = arcsin x 
b) arctan 1,3 = arcsin x 

für x e [ - 1,1] 
für x e [ - 1,1] 
für x E U 

für x e [ - 1,1] \ {0} 


9.9 Die allgemeine Sinusfunktion 


In der Physik und in der Technik tritt sehr häufig die Sinuskurve als Schaubild periodischer 
Funktionen auf (Wechselstrom, mechanische Schwingungen usw.). 

Die Funktionsgleichung dieser Vorgänge lautet y — A sin (cd t + (p). Es ist daher notwendig, 
daß wir uns mit dieser wichtigen Funktion beschäftigen. 

Wir gehen von der Sinusfunktion >> = sinx aus, die bereits ausführlich besprochen wurde, 
und wollen die Form- und Lageänderungen beim Übergang zu y = A sin (bx -I- c ) besprechen. 


Die Funktion y = A sin x (A e R \ {0}) 


Durch y = A sinx wird jeder Stelle x ein Punkt zugeordnet, der die ,4-fache Ordinate der 
Grundsinuskurve hat. 

Die Funktion y = A sinx hat dieselbe Periode wie die Funktion y = sinx, nämlich 2n. 


Ein Faktor A > 1 bewirkt eine Streckung der Grundsinuskurve auf das A -fache in Rich¬ 
tung der y- Achse. 
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Ein Faktor A < 1 bewirkt eine Stauchung der Grundsinuskurve in Richtung der y- Achse. 

Der größte Wert, den die Funktion y = A sinx annehmen kann, ist \A\. 

Man nennt \A \ die Amplitude 1 der Funktion y = A sin*. 


Beachten Sie: y = sin x 

2 n 

D = R 

W=\ 

-1,1] 

y = 2 sinx 

2 n 

D = U 

W= | 

-2, 2] 

y = —2 sin.x 

2n 

D = U 

w=\ 

-2, 2] 

y = A sin.x 

2 n 

D = R 

W= 1 

-A,A] 


Die Funktion y = sin bx (b e R \ {0}) 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 



Wir erkennen: 

^ Die Graphen von y = sin bx haben für beliebiges b s [R \ {0} die gleiche Amplitude, nämlich 1. 

b > 1 bewirkt eine Stauchung der Grundsinuskurve in Richtung der x-Achse. 
b< 1 bewirkt eine Streckung in Richtung der x-Achse. 

Es gilt sin {^b ■ -y-j = sinx 0 . 

Es nimmt somit sin 6.x an der Stelle ^ jenen Wert an, den sinx an der Stelle x 0 hat 1 2 . 

b 


1 amplitudo (lat.) = die Weite 

2 sinx hat an der Stelle -y den Wert 1. sin 2x hat an Stelle : 2, also bei den Wert 1. 
sin y nimmt für ^y^ : y, also für n, den Wert 1 an. 
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y = sinx hat die kleinste Periode 2 7t. 

2 ti 

Die kleinste Periode von y = sinbx ist demnach —. 

b 

^ Durch y = s\nbx wird jeder Stelle x ein Punkt zugeordnet, der dieselbe Ordinate und die 
1 

--fache Abszisse wie die Grundsinuskurve hat. 
b 


AUFGABEN 

9.48 Zeichnen Sie in einem gemeinsamen Koordinatensystem [ — 7t, 37t] die Kurven: 
a)j; = sin3x b)y = sinl,75x c) y = sin 0,8 x 

Die Funktion y = sin (x + c) 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Zwei Sinusfunktionen sind durch 
die Gleichungen >> = sinx und 

y = sin |x + yj gegeben. 

Zum Zeichnen der Graphen er¬ 
stellen wir eine Wertetabelle. 




X 

0° 

30° 

60° 

90° 

120° 

o 

O 

180° 

X 

0 

0,52 

1,05 

1,57 

2,09 

2,62 

3,14 

sinx 

0 

0,50 

0,87 

1 

0,87 

0,50 

0 

sm(x + f) 

0,87 

1 

0,87 

0,50 

0 

-0,50 

-0,87 


^ Beide Graphen sind Grundsinuskurven. 

Sie haben die Amplitude 1 und die Periode 2 7t. 

Wir können uns den Graphen von y = sin ^x -1- yj durch einen um ^ gegenüber dem 
Zeiger von j/ = sinx gedrehten Zeiger erzeugt denken. 

Man sagt: „y = sin 4- yj ist gegenüber j> = sinx um ^ phasenverschoben.“ 

Für x = 0 nimmt sin ^x + yj den Wert sin^ an. 

Man sagt: „y = sin ^x -I- yj hat die Anfangsphase 

Der Graph von y = sin ^x -1- yj ist gegenüber der Grundsinuskurve um — ^ in der Rich¬ 
tung der x-Achse verschoben. 
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Wir erkennen aus den bisherigen Ausführungen: 

Der Graph von j> = sin(x + c) ist gegenüber der Grundsinuskurve um — c Einheiten in 
der Richtung der x-Achse phasenverschoben, für c>0 also nach links und für c <0 nach 
rechts. 

71 

Die Kosinuskurve ist eine Sinuskurve mit </?=-( = 90°). Wir sagen auch: 


Die Kosinuskurve eilt der Sinuskurve um ^ voraus bzw. 
die Sinuskurve hinkt der Kosinuskurve um ™ nach. 


AUFGABEN 

9.49 Zeichnen Sie in einem gemeinsamen Koordinatensystem für x e [ —2; 1,5] die Kurven: 
a) = sin (x +1) b)^ = sin(x —1) c) y = sin (x + 7t) 



1 Aus A sin (bx + c) = 0 folgt bx + c = kn mit k e Z. 2 Für k = 0 erhalten wir x 0 =— 7 . 

b 

3 Beachten Sie: Anfangsphase und Phasenverschiebung von y = sin( 6 x + c) sind nur für b = 1 gleich 
groß. 
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Wir erhalten den Graphen der allgemeinen Sinusfunktion y = /t sin6^x + yj, wenn 

wir an der Grundsinuskurve folgende Abbildungen durchführen: 

1. Stauchung auf das |6|-fache in Richtung der x-Achse. 

Wenn b <0 ist, so ist die gestauchte Kurve zusätzlich an der y- Achse zu spiegeln. 

Q 

2. Schiebung um - nach links. 

b 

3. Streckung auf das |^4 |-fache in Richtung der y- Achse. 

Wenn A< 0 ist, so ist die gestreckte Kurve zusätzlich an der x-Achse zu spiegeln. 

BEISPIEL 

Die Funktionsgleichung des nebenstehen¬ 
den Graphen ist anzugeben. 

Lösung: 

Es liegt eine allgemeine Sinusfunktion der 
Form y = A sin (bx + c) vor. 

Die Amplitude ist A =2. 

Nullstellen N, (1,110), N 2 (4,610) => x 2 -x 1 = 3,5 => Periode = 7 => l = 2n\b => 6 = 0,9 
c c 

Die Phasenverschiebung ist - nach links; folglich —1,1=—— c = — 1,1-0,9 = —1 
b 0,9 

y = 2 sin (0,9 x — 1) 



In der Physik tritt diese Funktion in der Form y(t) = r • sin (cd t + cp) bei der harmonischen 
Schwingung auf. 

Es bedeuten: 

y .. . Elongation 
r . . . Amplitude 

cd .. . Kreisfrequenz; Anzahl der Schwingungen in 2 ti Sekunden; 

es gilt co = 2nf= wobei T die Schwingungsdauer ist. 
t . . . Zeit 

(p . . . Phasenverschiebung (gegenüber y = r • sin cd t) 


AUFGABEN 


Zeichnen Sie den Graphen der folgenden Funktionen. 
Die Zeicheneinheit ist 2 cm; x e - 2 n 


f) 

9.51 a) y = cos ^x + -j- 

9.52 a) y = 2,8 sin (x -I- 1,5) 


9.50 a) y 


= sin ^x + 


b) y= -sin (x-^-j 

b) y = cos ^x — yj 
b) y = —2,8 sin (x — 1,5) 


c) y = sin (x + 30°) 

c) y = —cos (x — 60°) 
c) y = | —2,8 sin (x — 1,5) | 
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9.53 

9.54 

9.55 

9.56 

9.57 


a) y = 4 cos (x — 30 °) b) y = — 3 cos ( x + 1,2) c) y = 13 cos ( x — 0,5) | 

a) y = y sin ^y + yj b) y = 4 sin (1,8 x + 0,2) c) y = 3 — 2 sin ^y + 0,8 j 

a) 7 v i — 3 sin ^2x — yj b) = —2 — 3 sin ^2 x — yj c) y= 10 — 71sin(3 x — 1)| 


a) y = — 3 cos 


( 2 x ~f) 


^ b) ^ = 5 - 2 cos (2x - 0,5) c) y = 8 - 3 




Wie lautet die Gleichung der durch den Graphen dargestellten Kreisfunktion? 




r2c»0,<‘*)4 y-^s [](*>?)]< 
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Addition von Sinusfunktionen 
gleicher Periode 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 
1. y = sinx + 2 sin* 

Wir gewinnen das Bild der Summen¬ 
funktion durch Addition der entspre¬ 
chenden Ordinaten 1 . 



2. y = sin x -1-cos x 3. y = sinx + 2 cos* 




In allen drei Fällen erhalten wir Sinuskurven. 

Es gilt: 

f- y = r i sinx 
fi- >> = r 2 sin O + <p 2 ) 
f=f+fi- y = rsin(x + <p) 

Die Summenfunktion zweier Sinusfunktionen gleicher Perioden ist eine Sinusfunktion der¬ 
selben Periode. 


Superposition (Überlagerung) 
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y 2 = r 2 sin (x + (p 2 ) entsteht durch Drehung des Zeigers OB 
y = rsin (x + (p) entsteht durch Drehung des Zeigers OC 


Wir erkennen, daß der resultierende Zeiger aus den Zeigern genauso gefunden wird wie 
die resultierende Kraft aus zwei Einzelkräften. 


Allgemein gilt: 

Die Überlagerung zweier gleichfrequenter Sinusschwingungen 
y-[ — A\ sin {cot + cp^) 
und y 2 ==z A 2 sin {cot-\-cp 2 ) 
ist die Sinusschwingung y = A sin (co t + cp) 

mit A = ]/A? + A 2 + 2 A]A 2 cos ( cp 2 — cp 0 

A-i sin cp^ + A 2 smcp 2 

und tan (p=— A - ;—- A - 

Ai cos <pi + A 2 cos cp 2 


Mit dem Taschenrechner führen wir die Berechnung von A 
und cp vorteilhaft mit Hilfe der (INV P^R)-Funktion durch: 

y 

A 

{<p,;A,)P^R{x 1 \y 1 ) 

(<p 2 M 2 )P-*R(x 2 |j> 2 ) 


A 2f~ 

Wir addieren: 


/ / v 2 / 

(*i + * 2 1 Ti+ yi) INV P-*R {(p\ A) 


/ /V\ J 

A 1 


0 

X 


BEISPIELE 

1. y = 3 sin t + 4 cos t Wie lautet die resultierende Schwingung? 
Lösung: 

Leicht zu erkennen: 

A = V? + 4 2 = 5 

tan <P = ^ <P — 53,13° = 0,927295 rad 



y = 5 sin (t + 0,9273) 
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2 . 


y = 6 sin x + 3 sin (x + 7t/3) y = 

Lösung: 

Ai = 6; (pi = 0; A 2 = 3; (p 2 = y 

,4 = j/^ * 2 + /1 2 2 + 2^, ^2 COS {(p 2 — 

= 7,9373 
3 • sin /-J- 


4 



36 + 9 + 36 cos — 




Ai sin (pi + A 2 sin q> 2 

tan = ~1 - 44T - _ 

A] cos (pi “l - A 2 cos (p 2 

<p = 0,3335 


(j)_i 


,5]/3~ 

7,5 


= 0,34641 


6 + 3 • cos ^yj 
Resultierende Schwingung: y = 7,9373 sin (x +0,3335) 


Mit P^R-Funktion: 

(0; 6) = (6 I 0) 

(f; 3^ = (1,5 | 2,5981) 

(7,5 | 2,5981) = (7,9373; 0,3335 rad) 


3. x = 10 sin (f+ 0,8) + 15 sin (< + 2,12) * = ? 

Lösung: 

Es liegt hier eine Überlagerung zweier gleichfrequenter Sinusschwingungen mit <pi=l=0 
und (p 2 =(=0 vor. 

X! = (0,8rad; 10) =(6,9671 rad; 7,1736) 
x 2 = (2,12 rad; 15) = (-7,8301 rad; 12,7941) 

^ + * 2 = (-0,8631 rad; 19,9677) x= (1,6140 rad; 19,9863) 

Resultierende Schwingung: x = 19,9863 • sin (/ +1,614) 


AUFGABEN 

Zeichnen Sie den Graphen der folgenden Funktion in [ — 7t, 2 7t]. Die Zeicheneinheit ist 

2 cm. 

9.58 a) y = sin x 4- sin (x + 30 °) b) y = 2 sin x + sin ^x + y j 

9.59 a) y = 2 sinx + 3 cosx b) y = 4 sin ^x + yj — 2 sin ^x — — j 

9.60 a) y = cos x + cos (x +120 °) + cos (x + 240°) b) y = 5 sin (x + 0,5) + 3 sin (x — 0,5) 

9.61 a) y = y sin x 4- cos x b) y = 2 sin ^x — yj + 4 cos ^x + y j 

9.62 Schreiben Sie die in 9.58 bis 9.60 auftretenden Summenfunktionen jeweils in der 
Gestalt y = A sin (cox + (p). 
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Addition von Sinusfunktionen ungleicher Periode 


Die Summenfunktion zweier Sinusfunktionen ungleicher Periode ist dann eine periodi¬ 
sche Funktion, wenn Ti : T eine rationale Zahl ist 1 . 


BEISPIELE 

1. Der Graph der Funktion y = sin x— 1 sin 2 x ist zu zeichnen. 

Lösung: 

Wir zeichnen zunächst y A = sin x und y 2 = - sin 2 x und gewinnen das Bild der Summen¬ 
funktion punktweise. 




3. Wir untersuchen nun die Überlagerung zweier Schwingungen mit gleicher Amplitude 
und mit nahezu gleicher Frequenz. 

Es gilt: y x = A sin C 0 j t y 2 = As\nco 2 t 

Wir erhalten: y=y^+y 2 = A (sintu, t+ sinco 2 t) = 2A sin • cos ^ 1 ~ 0)2 1 

~ . CO\ — co 2 A . ü) : -\- co 2 

y = 2A cos ——-/• sin—- -t 

^ 2 2 


Für L = T 2 ergibt sich eine Sinusfunktion. 
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Wir setzen 
und erhalten: y = y ü smcot 


co^ — co 2 o CO^ + CO 2 a A o . 

———- = Ö, ———- = co und 2 A cos öt=y a 


Wir haben vorausgesetzt. Es ist dann 


CO] — co 2 . co A + co 2 


Es ändert sich daher y a , also 2^4 cos 0)1 ( ° 2 1, viel langsamer als sin<yf. 





Wir können daher die durch diese Gleichung dargestellte Bewegung als Schwin¬ 
gung mit der Kreisfrequenz co auffassen, deren Amplitude y a nicht konstant bleibt, 
sondern periodisch zwischen —2/4 und 2,4 schwankt. 

Diese Schwingungsform heißt Schwebung. 

Beachten Sie: 

Bei Phasengleichheit tritt maximale Amplitude der resultierenden Schwingung auf. 
Bei Gegenphasigkeit tritt Auslöschung auf. 
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AUFGABEN 

9.63 Erstellen Sie eine Wertetabelle der folgenden Funktionen für x e [0, 2 7t] und zeichnen 
Sie den Graphen. 


, 2 4 ~ 
a) y =— — cos2x 
7t 3 7t 

c) y = 2sin* — sin2x 


2 4 4 

b) y = — — cos 2x — cos4x 

7t 37t 15 7t 

2 

d) j> = 2sinx —sin2x + -sin3x 


9.64 Es gilt y = 10 sin 10 1 + lOsin 11 1 und 0</<12. 
Zeichnen Sie die Kurve der Schwebung. 


9.65 Zwei Schwingungen, = zlsin (co^ t + (p), x 2 = Asin (co 2 1 + (p) mit JJ = 5s und 
T 2 = 5,1 s, werden überlagert (Kreisfrequenz co = 2nf =2n/T). 

Berechnen Sie a) die Periodendauer F R der resultierenden Schwingung, 
b) die Periodendauer T s der Schwebung. 


9. B12 Beweisen Sie den Satz: Die Summenfunktion y = A sin co^ t + B sin co 2 1 ist für-6 Q 

eine periodische Funktion, im allgemeinen aber keine Sinusfunktion. 


Multiplikation von Sinusfunktionen gleicher Periode 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 
1. y = sin x • sin x = sin 2 x 

Wir lösen diese Aufgabe durch Quadrieren des zu einem x-Wert gehörenden y- Werts: 



Überprüfen Sie das Ergebnis mittels der für den Elektrotechniker besonders wichtigen 
Umformung sin 2 x =1 — ^cos 2x. 

2. = sin ;*: • cos x 
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Allgemein gilt 

y 

1 

Ö 

-1 

/i- yi = H sinx f 2 : y 2 = r 2 sin (x + <p) 

y = y\ -y 2 = C ~~ 2 ~ cos(2x + <p) mit C = -^-cos(p 

Die Periode der Funktion f x */ 2 ist halb so groß wie die von f A und f 2 . 

Die Achse der Kurve von /r/ 2 ist eine Parallele zur x-Achse. 

Beweis, siehe 9. B13. 

ZU UNSEREN BEISPIELEN 

1. j! = sinx; j/ 2 = sinx 

Lösung: h = r 2 = 1; (p = 0 

Es ist C = —^ cos <p = -• 1 =- und — cos (2x + <p) = — - cos 2x 
2 22 2 2 

1 

Wir erhalten: = sin 2 x = — (1 — cos 2 x) 

2. = sin x; >> 2 = cos x = sin ^x + -y j 

r .. .71 

Losung: n = r 2 = 1; (p = — 

c ^ H r 2 HU ^ x 

Es ist C = —y— cos (p = 0 und — —— cos (2x + (p) 

1 . „ 

= — sin 2x 

Wir erhalten somit: y = sin x • cos x = -y sin 2 x 




AUFGABEN 

9.66 Zeichnen Sie den Graphen der folgenden Funktionen in [ — 7t, 2 7t]. Die Zeicheneinheit 
sei 2 cm. 


a) y = sinx -sin 



c) y = 2 cosx-3 cos (x — 0,70) 


b) y = 2 sinx • sin ^x + -yj 
d) = 4 sinx • cos (4,71 — x) 


9. B13 Beweisen Sie: U ' J 2 = H sinx • r 2 sin (x + (p) = ^ ~ cos V ~ 2 ~ cos ^ 
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9.10 Goniometrische Gleichungen 


In goniometrischen Gleichungen 1 tritt die Variable im Argument einer Kreisfunktion 
auf. 

Zum Beispiel: sinx = 0,82 3 tanx = 12 sinx sin3x = 2sinx 

Die Lösungsmenge kann leer sein oder aus endlich vielen oder aus unendlich vielen Ele¬ 
menten bestehen. 

Hier behandeln wir Gleichungen, die sich durch Zurückführen auf 
sin ax = b, cos ax = b, tan ax = b lösen lassen. 

Die folgenden Beispiele zeigen die Lösung der häufig vorkommenden Typen. 


BEISPIELE 
1. sinx = a y = ? 




Falls \a\ > 1 ist, gibt es keine Lösung. 

Falls a = 1 ist, ist n/2 eine Lösung. 

y = sinx ist periodisch mit der kleinsten Periode 2rt, folglich sind alle Werte, die sich 
von n/2 um ein Vielfaches von 2ti unterscheiden, ebenfalls Lösungen dieser Glei¬ 
chung. 

sin x = 1 hat die Lösungen x k = -y + k • 2 n 

Analog gilt: sin x = — 1 hat die Lösungen x k = — -y + k • 2 n 

Es fehlt noch der Fall \a\ < 1 

X! = arcsin a liegt im Bereich ] — ti/2, + 7i/2[. x 2 = n — x^ ist die 2. Grundlösung. 

Wir berücksichtigen die Periodizität und erhalten: 

sin x = a mit | a \ < 1 hat die Lösungen x h k = arcsin a + 2kn 

x 2 , k = ~ arcsin a + (2 k + 1) n 

a) sin x = 0,771 x = ? 

Lösung: 

x t = arcsin 0,771 = 0,8804 

x^ k = 0,8804 + 2 kn x 2 , k = — 0,8804 + (2 k +1) n 


Goniometrie ist die Lehre von denjenigen Beziehungen zwischen Kreisfunktionen, die allein Winkel 
betreffen. Schöpfer der Goniometrie ist Vieta (um 1575). 
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2 . 


Somit: x 1>0 = 0,8804 
x 2i o = 2,2612 


Probe: sinx 1( o = sinx l5l 


Xi ! = 7,1636 Xt 2 = 13,4468 . . . 

x 2 ’ 1 = 8,5444 * * 2 | 2 = 14,8276 .. . 

sinx 2)0 = . • . = 0,771 


b) sin x= — 0,771 x= ? 

Lösung: 

x-i = arcsin x = — 0,8804 

Xi, k = —0,8804 + 2 A 7t x 2 = 0,8804 + (2 k + 1)ti 

Somit: Xt 0 =—0,8804 jt H = 5,4028 x 3 2 = 11,6860 ... 

x 2 ’ 0 = 4,0220 x 2 ’i = 10,3052 x 2 | 2 = 16,5884 . .. 


cos x = a x = ? 




cos x = a mit | a \ > 1 hat keine Lösung. 

cos x = 1 hat die Lösungen Xa = 2 A 7t 

cos x = — 1 hat die Lösungen x k = (2 k +1) tc 

Für cos x = a mit |fl|<l erhalten wir: x^arccosa e]0,7t[ 

x 2 =— X! g ] — 7t; 0[ + = cosx ist eine gerade Funktion! 

cosx = a mit [fl|<l hat die Lösungen x hk = arccos a +2A7t 

x 2 , k = — arccos a +2 kn 


a) cos x = 0,842 x = ? 

Lösung: 

x t = arccos 0,842 = 0,5698; x 2 =—X! 

*i, *=0,5698 + 2 kn _ x 2 , a-= —0,5698+ 2 Art 

z. B.: X!,_!=-30,8461; x 1>20 = 126,2335; x 2 , _ 17 = -107,3840 

b) cosx=—0,540 x = ? 

Lösung: 

X! = arccos ( — 0,540) = 2,1412; x 2 = — x t 

x ia . = 2,1412 + 2A7t _ x 2 , a-= —2,1412 + 2 Att 

z. B.: x 18 = 52,4067; x^ = -4,1420; x 2 , _ 3 =-20,9908 



3. 


tan x = a 
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x 0 = arctan a 

y = tanx ist periodisch mit der kleinsten Periode n. 

tan x = a hat die Lösungen x k = arctan a + kii 


a) tanx = 6,54 x= ? Lösung: x 0 = arctan 6,54 = 1,4191 

x k = 1,4191 + /: 7t 

b) tanx =—0,84 x = ? Lösung: x 0 = — 0,6987 

x k = —0,6987 + kn 

z. B.: x 4 = 11,8677; x_ 5 = -16,4066; x 10 = 30,7173 


y 

sin 2 x = 0,69 x — ^ ^ 

y = sin2x 

ZX_vz 0 : 69 

Lösung: 

/ 


r/ 



y = sin 2 x hat die Periode n. 0 

Aus sin 2 x = 0,69 erhalten wir 2 x^ = arcsin 0,69 
und daraus X! = 0,3807. _ -j 

Aus x 2 = ^ — Xi folgt x 2 = 1,1901 


X 1 

X 2 / K 


\ / X 

K 



Probe: sin 0,7614 = sin 2,3801 = 0,69 x hk = 0,3807 + kn\ x 2sk = 1,1901 + kn (keZ) 


5. tan|= 1,965 x= ? 

Lösung: 

X 

Die kleinste Periode von >> = tan- ist 2 k. 

|=arctan 1,965 x 0 =2,2001 

Probe: tan 1,10 = 1,965; tan 4,2416 = 1,965 


cos 3x = l,2 x = ? 

Die Wertemenge von cos 3 x ist [ — 1,1]. 
Lösung: 

{xjcos 3x = l,2} = { } 


7. cos 1,2 x = —0,524 x= ? 

Lösung: 

y = cos 1,2 x hat die kleinste 

Periode also 5,2360. 

1,2 

1,2 x = arccos (— 0,524) ergibt x^ = 1,7686. 
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y = cos 1,2 * ist eine gerade Funktion, folglich ist x 2 = —1,7686. 
x hk = 1,7686 + £• 5,2360; * 2 , A .= -1,7686 + £• 5,2360 mit keZ 
Probe: cos (1,2 • 1,7686) = cos 8,4055 = cos 14,6887 = - 0,524 


8 . 


3 tan * = 12 sin* ist in G = [0°, 360°[zu lösen! 


Lösung: Diese Gleichung ist nur für C?\{90°, 270°} definiert! 

Es gilt: 3 tan x = 12 sin x <=> sin:y = 4 sin* 
cos* 


o sin*(l — 4 cos*) = 0 
sin* = 0 

*! = 0 °; * 2 = 180°; 


Ein Produkt ist Null, wenn mindestens einer seiner 
Faktoren Null ist! 

1 — 4 cos x = 0 
cos x — 0,25 
x 3 = 75,522° 

*4 = 360° -75,522° =284,478° 


Probe: X\. 0 = 0 * 2 : 0 = 0 * 3 : 3 tan * 3 = 12 sin * 3 * 4 : 3 tan * 4 = 12 sin * 4 

L = {0° ; 180°; 75,522° ; 284,478°} 


9. 


2 sin 2 * + sin * — 1 = 0 ist in G = [0°, 360° [ zu lösen! 

Lösung: Es liegt eine quadratische Gleichung in sin* vor, daher: 


- 1 ± 1/1 + 8 

sin * =- 7 - 


- 1 ±3 
4 


sin* = — v sin * = — 1 

Probe: 2 sin 2 30°+sin 30° — 1 =^+^—1 =0 

2 2 

2 sin 2 150° +sin 150° -1 =- + --1 = 0 
2 2 

2 sin 2 270° + sin 270° -1 = 2 -1 -1 = 0 


*! = 30 ° ; x 2 = 150 ° ; * 3 = 270 ° 


L = {30°, 150°, 270°} 


10 . 


3 cos* —5 sin 2* = 0 G = [0, 360°[ 


Lösung: 


3 cos * —10 sin * cos * = 0 
cos *(3 — 10 sin*) = 0 

cos* = 0 v 3 —10 sin* = 0 
sin* = 0,3 

* 1 = 90° * 3 = 17,46° 

* 2 = 270° * 4 = 162,54° 


Probe: * t : 3 • cos 90° — 5 sin 180° = 0 

* 3 : 3-cos 17,46°-5 sin 34,92° =0 


* 2 : 3 • cos 270° — 5 sin 540° = 0 
* 4 : 3 • cos 162,54° — 5 sin 325,08° = 0 
L = {90° ; 270°; 17,46°; 162,54°} 


11. 2 sin*+ 3 cos* = 2 G = [0°,360°[ 

Lösung: 

2 sin* = 2 — 3 cos* 

Wir setzen sin* = ]/l — cos 2 * 

Durch Quadrieren von 2]/l — cos 2 * =2 — 3 cos* erhalten wir 1 : 
4(1 — cos 2 *) = 4 —12 cos * + 9 cos 2 * 


Beachten Sie: Quadrieren ist im allgemeinen keine Äquivalenzumformung. 
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13 cos 2 * —12 cos* = 0 o cos x = 0 v cos x = — 

13 

*3 = 90° * 2 = 270° *3 = 22,62° * 4 = 337,38° 

Probe: L(x 1 ) = 2 + 0 = 2 

L(* 2 ) = — 2 + 0= — 2 Widerspruch; es gilt somit: x 2 € L 
L(x 3 ) = 0,77 + 2,77 = 3,54 Widerspruch; es gilt somit: x 3 C L 
L (x 4 ) = — 0,77 + 2,77 = 2 

L = {90°; 337,38°} 


12 . sin*+ sin^ = 1,2 C/=[0°,360°[ 

x+y =140° 

Lösung: 

Die erste Gleichung wird umgeformt: 

2sin^±Zcos^^=l,2 => sin 70°-cos^^=0,6 => cos^^= 0,6385 
2 2 2 2 


x-y 


50,32° 


x-y 

2 


-50,32° 


x+y 


= 70° 


* = 120,32° 
y= 19,7° 


x+y 


= 70° 


*= 19,7° 
7 = 120,32° 


Probe: sin 120,32° + sin 19,7° = 1,199986 = 1,2 


L= {(120,32°; 19,68°), (19,68°; 120,32°)} 


AUFGABEN 
9.67 Die Zahlen 

a) 0,149 b) 0,723 c) 0,949 

d) -0,281 e) -0,416 f) -0,482 

sind als 

(1) Sinuswerte (2) Kosinuswerte (3) Tangenswerte 

aufzufassen. 

Geben Sie die in [0°,360°[ liegenden zugehörigen Winkel im Gradmaß an. 


Lösen Sie die folgenden Gleichungen in IR. 


9.68 

a) 

sin* = —0,67 

b) 

cos* = 

-0,82 

c) 

tan*= - 

-4,25 

9.69 

a) 

sin 2* = —0,67 

b) 

cos 2 * = 

= -0,82 

c) 

tan 2 * = 

= -4,25 

9.70 

a) 

sin J= —0,67 

2 

b) 

* 

cos - = 
2 

-0,82 

C) 

* x 
tan - = - 
2 

-4,25 

9.71 

a) 

3 cos* = 4 sin* 

b) 

3 sin* = 

= 4 cos* 

c) 

2,7 sin* 

= tan* 

9.72 

a) 

]/2 cos 2 * = sin* 

b) 

4 tan 2 * 

= 7 

c) 

sin* • tan* = 0,82 

9.73 

a) 

cos* = 1,3 tan* 

b) 

sin 3* = 

= 2 sin* 

c) 

sin 2 * = 

tan* 

9.74 

a) 

sin * +cos * = 1,35 

b) 

sin* —cos * = 0,22 

c) 

sin* - cos* = 0,25 
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9.75 

a) 

2,8 sin x — 1,4 cos x = 3,1 

b) 

sin 3x + cos 

3x = 0 

9.76 

a) 

3 sinx —4 sin 2x = 0 

b) 

sin x +tanx 

= 1 + cosx 

9.77 

a) 

3 sin x + 4 cos x +1,5 = 0 

b) 

8 cosx +10 

sinx = 12 

9.78 

a) 

cos 2 x=x + sin 2 x 

2 

b) 

sin 2 x —cos 2 

x = 0,5 

9.79 

a) 

tan 2 x = 5 tanx 

b) 

12 cos 2 x —7 

cosx —8 = 0 

9.80 

a) 

sin 2 x + cos 2 x + 6 sinx + 4 = 0 b) 

cos 2 x — 8 sin 2 x + 2 cos x 4- 4 = 0 

9.81 

a) 

x+y =83° 

b) 

x-y 

= 23° 



sinx + sin^ = l,l 


sinx — sinj> 

= 0,56 

9.82 

a) 

cos x +sin ^ = 0,93 

b) 

x-y 

= 33,2° 



x + y =72° 


sinx + sin y 

= 0,84 

9.83 

a) 

sin xsinj> = 0,68 

b) 

cos x cos y = 

= 0,53 



x+y = 162,5° 


x—y = 

= 37° 

9.84 

a) 

x + y =57° 

b) 

x-y 

= 21° 


1 1 

tan x + tan y = 1,23 -= 0,82 

tan y tanx 


Berechnen Sie die Nullstellen der Funktionen in [0, 2rt[. 

9.85 a) j> = sin 3x 

9.86 a) y = cos^y + 0,6^ 

9.87 a) y = tan + 0,4 j 

9.88 a) y = sin 2 x + sinx 


b) y = sin (x — 0,4) 
b) j> = cos (2x — 1,2) 

b) y = tan (1,5 x — 0,2) 
b) y = sinx + cosx 



10. Hyperbelfunktionen und Areafunktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Hyperbelfunktionen und Areafunktionen erklären; 

■ Werte der Hyperbelfunktionen und der Areafunktionen berechnen; 

■ die Gleichung der Kettenlinie angeben und ihren Graphen skizzieren. 


10.1 Definition 


Diese als rationale Funktionen der Exponentialfunktion definierten Hyperbelfunktionen 
spielen in der Technik eine große Rolle. Der Name kommt daher, daß sie sich an der Ein¬ 
heitshyperbel mit der reellen Achse a = 1 in analoger Weise darstellen lassen wie die Kreis¬ 
funktionen am Einheitskreis. 


Es sind folgende Bezeichnungen gebräuchlich: 


Hyperbelsinus 

hyperbolischer Sinus 1 

sinhx = 

Hyperbelkosinus 

hyperbolischer Kosinus 2 

coshx = 

Hyperbeltangens 

hyperbolischer Tangens 3 

tanhx = 

Hyperbelkotangens 

hyperbolischer Kotangens 4 

coth x = 


QX_ q-x 
2 

e v + e _ - v 
2 

sinhx_ 

coshx 

coshx_ 

sinhx 


e v — q~ x 


e x +e~ x 


e*+e~* 


qX_q~X 


Die Graphen von = sinhx und ^ = coshx zeichnen wir durch Überlagerung der Funk¬ 
tionen y = e v und y = e “ v . 



sinus hyperbolicus 


cotangens hyperbolicus 
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Es ist leicht zu ersehen, daß die Hyperbelkosinus¬ 
funktion eine gerade Funktion ist und die anderen 
Hyperbelfunktionen ungerade Funktionen sind. 


Es gilt also: cosh (— x) = coshx; 

sinh (— x) = — sinh x; tanh (— x) = — tanh (x); 



Zusammenstellung über Definitions- und Wertebereiche der Hyperbelfunktionen: 


Funktion 

Definitionsbereich 

Wertebereich 

y = smhx 

x eR 

y e R 

y = cosh x 

x e R 

ye[+ 1, + oo[ 

y — tanhx 

X E IR 

\y\< i 

y = coth x 

x gR x=t=0 

LkI>i 


Wie aus den obigen Definitionen der Hyperbelfunktionen sofort zu ersehen ist, gelten für 
große positive x-Werte die Näherungsformeln: 


sinh x » — «cosh x und tanhx « cothx «1 
2 


10.2 Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen 


Zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen ähnlich wie zwischen den Kreisfunk¬ 
tionen viele einfache Beziehungen. 


cos 2 x + sin 2 x = 1 

cosh 2 x —sinh 2 x = l 

cos 2 x — sin 2 x = cos 2 x 

cosh 2 x +sinh 2 x = cosh 2 x .. 

2 sin x cos x = sin 2x 

2 sinh x cosh x = sinh 2 x 


Weiters: sinh (x ± y) = sinh x cosh y ± cosh x sinh y 


cosh (x ± y) = cosh x cosh y ± sinh x sinh y 


tanh(x ±y) = 


tanh x ± tanh y 
1 ± tanh x tanh y 


x+v X T V 
sinhx±sinhy = 2 sinh cosh 7 


1 cosh 2x = l + 2 sinh 2 x = 2 cosh 2 x —1 
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cosh x + cosh y = 2 cosh —cosh 

coshx —cosh y = 2 sinh * sinh * ^ 
* 2 2 

t . , sinh(x±y) 

tanh x ± tanh y =-—^ 

coshxcoshy 


sinhx= — j sin jx 

cosh x = cos j x 

tanhx= — j tan jx 

cothx =j cot jx 

sinx= — j sinh jx 

cosx = cosh jx 

tanx= — j tanh jx 

cotx=j coth jx 

Die Hyperbelfunktionen lassen sich einfach durch Kreisfunktionen ausdrücken und um- 

gekehrt. 





BEISPIEL 
Gegeben ist * = 1,28. 

sinh*, coshx und tanhx sind zu berechnen. 

Lösung: 

Wir lesen direkt ab: 

sinh 1,28 = 1,65930 cosh 1,28 = 1,93734 tanh 1,28 = 0,85648 

Wenn die direkte Berechnung nicht möglich ist, dann berechnen wir diese Werte mit Hilfe 
der Funktion e v . 

sinh 1.28 - "P W- 2 e ^ - 1,65930 

cosh 1,28 - CXP (1 ’ 28) + : 6XP ( - 1 ’ 28) - - 1,93734 

tanh 1,28 = Sm ^ H! = 0,85648 
--— cosh 1,28 —- 


AUFGABEN 


10.01 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner folgende Funktionswerte auf 5 Dezimal¬ 
stellen: 

a) sinh 5,2 b) sinh ( — 0,82) c) sinh 1,63 d) cosh 9,2 

e) cosh (-2,43) f) tanh (-6,3) g) tanh 3,4 h) tanh 12,8 


10.02 Eine an ihren Enden aufgehängte Kette 
(Draht, Seil) bildet eine Kettenlinie, 

X 

deren Gleichung y = a cosh- lautet. 

a 

Berechnen Sie den Durchhang / für 
ß =20 m und / = 120 m. 

10.B1 Beweisen Sie: 

a) cosh 2 x — sinh 2 x = l 

b) cosh 2 x + sinh 2 x = cosh 2 x 

c) 2 sinh x cosh x = sinh 2 x 
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10.3 Areafunktionen 


Wir haben gesehen, daß alle Hyperbelfunktionen mit Ausnahme des Hyperbelkosinus im 
gesamten Definitionsbereich monoton und stetig sind. Sie sind daher auch umkehrbar. 
Die Hyperbelkosinusfunktion ist jeweils in ]— oo, 0] und [0, + oo[ umkehrbar. 

^ Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heißen Areafunktionen 1 , weil sie mit dem 
Inhalt des Sektors einer Hyperbel mit a = b — 1 Zusammenhängen. 

Die Umkehrfunktion von ;/ = sinhx ist ^ = arsinhx. .. . 2 


0 


Funktion /: 


y — sinhx 

y = coshx 

y = tanhx 

y = coth x 

Umkehrfunktion / _1 : 

y = arsinhx 

y= +arcoshx 
y = — arcosh x 

y = artanh x 

y = arcoth x 


Die Graphen von / _1 erhalten wir durch Spiegelung der Hyperbelfunktionen an der 
Geraden y = x. 






area (lat.) = Fläche 

Man liest Area sinus hyperbolicus x oder Area-Hyperbelsinus von x. 
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Wir erkennen jeweils den Definitionsbereich und den Wertebereich: 


Funktion 

Definitionsbereich 

Wertebereich 

y = arsinh x 

x e IR 

y e U 

y = + arcosh x 

X G [1, + oo[ 

y g [ 0 , + oo[ 

y = — arcosh x 

X G [1, + oo[ 

y G ] — oo, 0 ] 

y = artanhx 

1*1 <1 

y G U 

y = arcoth x 

1*1 >1 

y gR; + 0 


Die Areafunktionen lassen sich als logarithmische Funktionen darstellen. 

£.*■_ e -y 

Aus >> = arsinh x folgt x = sinhy> bzw. x =---. 

Wir lösen diese Gleichung nach y auf: 2x = e y — e~ y , multiplizieren beide Seiten mit e' und 
erhalten 2xe->’=e 2v —1 bzw. e 2y — 2xe y —1 = 0. 

Dies ist eine quadratische Gleichung in e- v , daher ist e-' = x ± ]/x 2 + 1. 

Weil e' für alle reellen y positiv ist, kommt nur e v =x + |/x 2 + 1 in Frage. 

Es ist daher: y = ln (x + ]/x 2 + 1) arsinh x = ln (x + |/x 2 + 1) 

Entsprechend findet man den logarithmischen Ausdruck für den Areakosinus: 

arcosh x = ln (x + j/x 2 — 1) für x > 1 

Für den unteren Ast, die Kurve der Umkehrfunktion von j> = coshx für x e ]— oo, 0], gilt: 

y = — arcosh x = — ln (x + ]/x 2 — 1) für x > 1 


Aus ^ = artanhx folgt x = tanh y bzw. x = — C 6 

f*y - 


e v +e“ v e 2 ' v +l 
l + x 


1 + x. 


Wirerhalten xe 2v +x = e 2v —1 bzw. e 2v =--und daraus 2 v = ln-bzw. v = ln 

1 — x 1 - 


y = artanhx = ln 


n 


+ x 


für | x | < 1 


1 — x 

v = arcothx = ln / * + \ 
Ix — 1 


'f 


für 


l + x 
1 — x 

I X I > 1 


AUFGABEN 

10.03 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 5 Dezimalstellen: 

a) arsinh 1,22 b) arcosh 2,79 c) artanh ( — 0,428) 

d) arsinh ( — 7,82) e) arcoth 1,27 f) arcoth ( —2,12) 





























11. Stereometrie 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Polyeder, konvexes Polyeder, regelmäßiges Polyeder erklären; 

■ den Satz von Cavalieri angeben; 

■ die Begriffe Würfel, Quader und Prisma erklären; 

■ Längen-, Flächen- und Volumsberechnungen an Prismen und Pyramiden durchführen; 

■ den Zusammenhang zwischen Streckenlängen und Volumina ähnlicher Körper angeben; 

■ Volumina von schräg abgeschnittenen Prismen berechnen; 

■ das Volumen eines Pyramidenstumpfs berechnen; 

■ Oberfläche und Volumen von ebenflächig begrenzten Körpern, die sich aus Prismen und 
Pyramiden zusammensetzen, berechnen; 

■ das Volumen eines Zylinders berechnen; 

■ das Volumen eines Kegels berechnen; 

■ das Volumen und die Mantelfläche eines Drehkegelstumpfs berechnen; 

■ die Teile der Kugelfläche und des Kugelkörpers berechnen; 

■ das Volumen einer Kugelschicht berechnen; 

■ das Volumen eines Kugelabschnitts berechnen; 

■ das Volumen eines Kugelausschnitts berechnen; 

■ die Oberfläche einer Kugelkalotte und einer Kugelzone berechnen. 


11.1 Polyeder 


Körper, die nur von ebenen Flächen begrenzt sind, heißen Vielflächner oder Polyeder. 




Ein Polyeder heißt konvex, wenn keine Begrenzungsebene 1 vorliegt, bezüglich der Teile 
des Polyeders zu verschiedenen Seiten von ihr liegen. 


Erweiterung einer Begrenzungsfläche. 
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11. Stereometrie 


Nach der Anzahl der Begrenzungsflächen unterscheidet man: 

Vierflächner oder Tetraeder 

Fünfflächner oder Pentaeder 

Sechsflächner oder Hexaeder 
usw. 


Regelmäßige Polyeder (platonische Körper) 


Regelmäßige Polyeder sind konvexe Polyeder, die von regelmäßigen, untereinander kon¬ 
gruenten Vielecken begrenzt sind; es sind also alle Kantenlängen, alle Seitenflächen und 
alle Winkel untereinander gleich. 


Es gibt fünf regelmäßige Polyeder. 


Zur Bildung einer körperlichen Ecke sind mindestens drei Seitenflächen erforderlich, deren 
Winkelsumme kleiner als 360° sein muß. Daraus ergibt sich bereits eine Beschränkung aus 
der Größe des Innenwinkels der regelmäßigen Vielecke. Es kommen nur das regelmäßige 
Dreieck, das regelmäßige Viereck und das regelmäßige Fünfeck in Frage. 





Regelm. Tetraeder 


Würfel 


Regelm. Oktaeder 
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1 

/ 

e 

k 

Zahl und Art der in einer Ecke 
zusammenstoßenden Vielecke 

Regelm. Tetraeder 

4 

4 

6 

3 regelmäßige Dreiecke 

Regelm. Hexaeder (Würfel) 

6 

8 

12 

3 regelmäßige Vierecke 

Regelm. Oktaeder 

8 

6 

12 

4 regelmäßige Dreiecke 

Regelm. Dodekaeder 

12 

20 

30 

3 regelmäßige Fünfecke 

Regelm.Ikosaeder 

20 

12 

30 

5 regelmäßige Dreiecke 


Es sind nur diese fünf Fälle möglich. 


Jeder dieser Körper besitzt eine eingeschriebene 2 und eine umschriebene 3 Kugel, deren 
Mittelpunkte zusammenfallen. Auch die Kantenmittelpunkte liegen auf einer Kugel mit 
demselben Mittelpunkt. 


/... Anzahl der Flächen; e ... Anzahl der Ecken; k ... Anzahl der Kanten; es gilt: e +f = k + 2 
Inkugel 3 Umkugel 
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11.2 Satz von Cavalieri 


Wenn zwei Körper zwischen parallelen Ebenen liegen und wenn alle Parallelschnitte 
jeweils gleiche Flächeninhalte ergeben, so sind die Körper inhaltsgleich. 


Dieser für die Berechnung ebenflächiger und krummflächiger Körper wichtige Satz wird in 
Band 3 bewiesen. 



Aus dem Satz von Cavalieri folgt: 


Alle Prismen und Zylinder von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe sind inhalts¬ 
gleich. 

Alle Pyramiden und Kegel von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe sind inhalts¬ 
gleich. 


11.3 Würfel 




Der Würfel ist der einfachste geometrische Körper. Seine sechs quadratischen Begren¬ 
zungsflächen stehen normal aufeinander. 


Ein Würfel mit der Kantenlänge a (a e N) kann durch a Schichten zu je a a Einheits¬ 
würfeln, also durch a 3 Einheitswürfel, vollständig ausgelegt werden. 

Für alle a e U gelten die Beziehungen 1 : 


s 


V— a? 


A 0 = 6a 2 


d' = ]f3- a 


d'... Raumdiagonale 
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BEISPIELE 

1. Das Volumen und die Oberfläche eines Würfels mit der Kantenlänge a =4,30 dm sind 
zu berechnen 1 . 

Lösung: 

V = fl 3 4,3 3 = 79,51 V = 79,5 dm 3 

A 0 = 6 a 2 6-4,3 2 = 6-18,49 = 110,94 A 0 = 110,9 dm 2 

2. Wie groß ist die Oberfläche eines Würfels, dessen Volumen 583 cm 3 beträgt? 

Lösung: 

A 0 = 6a 2 V=a 3 

Daraus a = fv = |/583~ = 8,354 a 2 = 69,788 A 0 = 418,7 cm 2 


AUFGABEN 

11.01 Berechnen Sie die fehlenden Größen der Würfel: 



a 

d 

d' 

^0 

V 

a) 

13,2 cm 





b) 


21,5 cm 




c) 



1,57 dm 



d) 




7,4 m 2 


e) 





634 cm 3 


11.02 Wie lang sind die Seitenkanten eines Würfels aus 

a) Stahl, b) Kork, c) Blei, dessen Masse 100 kg beträgt? 

11.03 Drücken Sie den Inhalt eines Würfels durch seine Oberfläche aus! 

11.04 Drücken Sie den Inhalt eines Würfels durch seine Raumdiagonale aus! 

11.05 Die Kanten eines Würfels sind doppelt («-mal) so lang wie die eines zweiten. Wie ver¬ 
halten sich ihre Oberflächen bzw. ihre Volumina zueinander? 

11.06 Ein Hohlwürfel aus Stahl (p = 7,85 g/cm 3 ) mit der Seitenlänge 5 = 10 cm taucht bis zur 
Hälfte in Wasser. Wie dick ist das Blech? 

11.07 Wieviel m 2 Kistenholz von der Dicke 1 cm braucht man (ohne Verschnitt) zur Herstel¬ 
lung einer würfelförmigen Kiste mit 0,7 m 3 Inhalt? 

11.08 Wie tief taucht ein Würfel mit der Seitenlänge 5 = 0,4 m aus Kork (p = 0,24 g/cm 3 ) ins 
Wasser ein? 

11.09 Welchen Winkel schließen die Raumdiagonalen eines Würfels mit der Grundfläche 
ein? 

11.10 Durch die Grundkante 5 = 12,2 cm eines Würfels wird eine gegen die Grundfläche 
unter dem Winkel a = 26,3° geneigte Ebene gelegt. Wie groß sind die Volumina der so 
entstehenden Körper? 


Das Wort Oberfläche wird sowohl zur Bezeichnung der Menge aller Randpunkte eines Körpers als 
auch für den Flächeninhalt dieser Punktmenge verwendet. 

Analog wird das Wort Mantelfläche verwendet. 














194 


11. Stereometrie 


11.4 Quader 


Ein Quader ist ein Körper, der durch Parallelverschiebung eines Rechtecks entsteht, 
wobei die Schiebrichtung nicht parallel zur Rechtecksebene sein darf. 

Die sechs rechteckigen Begrenzungsflächen stoßen normal aufeinander. 


Ein Quader mit den Kantenlängen a, b, c (a, b, c eM) kann durch c Schichten zu je a • b Ein¬ 
heitswürfel vollständig ausgelegt werden. 

Es gelten für beliebig reelle a, b, c die Beziehungen: 


V = abc A ö = 2(ab + bc + ca) d' =]I a 2 + b 2 4- c 2 


BEISPIEL 

Die Masse eines Flachstahls 40 mm-16 mm -1400 mm ist zu berechnen. 

Lösung: 
m = V-p 

m= 4 cm • 1,6 cm • 140 cm • 7,85 g/cm 3 = 7034 g m = 7,03 kg 


AUFGABEN 

11.11 Wie groß ist das Volumen eines Ziegels, dessen Seitenkanten 25 cm, 12 cm und 6,5 cm 
lang sind? 

11.12 Berechnen Sie die fehlenden Größen der folgenden Quader. .. . l 



a 

b 

c 

d , 

d 2 

d' 

A 0 

V 

a) 

42 mm 

35 mm 

78 mm 






b) 

5,8 cm 


9,2 cm 

6,3 cm 





c) 


3,2 dm 

1,2 dm 



4,5 dm 



d) 

8,1 m 

2,5 m 






52 m 3 

e) 



8,7 cm 


12,2 cm 


842 cm 2 



11.13 Die Seiten der folgenden Quader stehen im Verhältnis 2:3:7. 
Die fehlenden Größen sind zu berechnen. 



a 

b 

c 

d' 

Ao 

V 

a) 


4,3 cm 





b) 




8,7 dm 



c) 





176 cm 2 


d) 






38 dm 3 


11.14 Wie groß ist die Masse eines 1,2 m langen quadratischen Eisblocks von 15 cm Kanten¬ 
länge? 

11.15 In ein quaderförmiges Gefäß mit der Grundfläche 3,7 dm mal 2,1 dm und der Höhe 
9,4 dm werden 50 1 Wasser gefüllt. Wie hoch steht das Wasser? 


1 dl = a 2 + b 2 \ dl = a 2 + c 2 
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11.16 Wie groß ist die Masse eines 3,2 m langen Eichenbalkens (p = 0,8 kg/dm 3 ) vom Quer¬ 
schnitt 320 mm x 160 mm? 

11.17 Wie viele 4,8 m lange Balken vom Querschnitt 300 mm x 200 mm kann ein Auto mit 
der Ladefläche 5,0 m x 2,0 m aufnehmen, wenn es 0,9 m hoch beladen werden kann? 
Berechnen Sie die Masse der Ladung, wenn p = 0,9 kg/dm 3 beträgt. 

11.18 Wieviel Blech ist zur Auskleidung eines Kohlenkastens mit Deckel (120 cm, 70 cm, 
100 cm) erforderlich? 

11.19 Wie dick ist ein 1500 mm langes und 800 mm breites Stahlblech, dessen Masse 56 kg 
beträgt? 

11.20 Wie groß ist bei einem horizontalen Baugrund die augenblickliche Tiefe einer Bau¬ 
grube von rechteckigem Querschnitt 5,2 m x 10,8 m, wenn bisher 73 m 3 Erde ausge¬ 
schachtet wurden? 

Wieviel Erdreich ist noch auszuheben, wenn die Tiefe 3,2 m betragen soll? 

11.21 Ein Würfel und ein Quader mit den Seiten a = 4,2 cm, b = 5,6 cm und c = 7,3 cm haben 
gleichen Inhalt. 

Wie groß ist die Oberfläche des Würfels? 

11.22 Berechnen Sie aus a = 5,4cm, 6 = 7,2 cm und der Raumdiagonalen d' = 13,2 cm das 
Volumen und die Oberfläche eines Quaders. 


11.5 Prisma * 1 


Ein Prisma ist ein Körper, der durch Parallelverschiebung eines ebenen Vielecks ent¬ 
steht, wobei die Schiebrichtung nicht parallel zur Vielecksebene sein darf. 


Nach der Anzahl der Seitenkanten unterscheidet man dreiseitige, vierseitige, . .., «-seitige 
Prismen. 

Die Begrenzungsvielecke heißen Grundflächen. Die untere wird oft Basis, die obere Deck¬ 
fläche genannt. 

Die Seitenflächen sind Parallelogramme. 

Der Abstand der Grundflächen heißt die Höhe des Prismas. 

Die Oberfläche setzt sich aus dem Mantel und den Grundflächen zusammen. 


+ 2 A 


Ein Prisma nennt man gerade, wenn die Seitenkanten normal zu den Grundflächen sind, 
sonst heißt es schief. 

Ein Prisma heißt regelmäßig, wenn es gerade ist und die Basis ein regelmäßiges Vieleck 
ist. 


Quader und Würfel sind Sonderfälle des geraden Prismas. 


1 prisma (griech.) = das Abgesägte 
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Für die aus «-Rechtecken bestehende Mantelfläche eines geraden Prismas gilt: 

A m = a A h + a 2 h + . .. + a n h = h (a^ + a 2 +. .. + a„) = Uh 

Das Volumen eines geraden Prismas ist gleich dem Produkt aus der Grundfläche und der 
Höhe: V=A-h 


Für alle geraden Prismen gilt: 

V=Ah A M = Uh A 0 = A m + 2A 

Nach dem Satz von Cavalieri gilt für jedes Prisma: 

V=A h 


BEISPIELE 


1 . 


2. 


Für einen Neubau werden 40000 Ziegel benötigt. 

Welche Tiefe muß die 3 m breite und 4 m lange Kalkgrube haben, wenn für die Her¬ 
stellung des Mörtels für 1 m 3 Mauerwerk (400 Ziegel) 80 1 Kalkbrei benötigt werden? 

Lösung: 

Da wir für 400 Ziegel 80 1 Kalkbrei benötigen, brauchen wir für 40000 Ziegel 8000 1 
Kalkbrei. Das Volumen der Grube muß 8 m 3 betragen. 

V=l ■ b ■ t daraus: t = £ t = —— = 0,67 m 

Ib 4 m • 3 m 


Dies ist die Mindesttiefe für die Kalkgrube. Um in unebenem Gelände ein Überlaufen 
zu verhindern, wird man mindestens 10 cm tiefer ausschachten; 


daher: 


r = 0,8 m 


Wieviel m 3 Erdreich werden bei Ausschachtung 
eines 18 km langen Kanals bewegt? 

Lösung: 

Der Querschnitt ist ein Trapez; 


A 60 + 80 _ 2 
A = —-—m-7 m = 490 m 2 


A =490 m 2 


80 m 



V=A ■ h = 490 m 2 • 18 • 10 3 m = 882 • 10 4 m 3 


V= 8,82-IO 6 m 3 
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AUFGABEN 

11.23 Die Oberflächen und die Volumina der dreiseitigen geraden Prismen sind zu 
berechnen: 



a 

b 

c 

h 

a) 

3,4 dm 

2,1 dm 

4,4 dm 

6,7 dm 

b) 

19,3 cm 

8,7 cm 

15,2 cm 

37,5 cm 

c) 

12 cm 

27,2 cm 

34 cm 

87,6 cm 


11.24 Die Massen der Vierkantstangen 1 sind zu berechnen: 



p (in g/cm 3 ) 

Seitenlänge (in mm) 

Länge (in mm) 

a) Stahl 

7,8 

7 

2200 

b) Messing 

8,5 

13 

1560 

c) Kupfer 

8,9 

3,5 

820 

d) Aluminium 

2,7 

4,5 

750 


11.25 Die Massen der Sechskantstangen sind zu berechnen: 



p in (g/cm 3 ) 

Schlüsselweite (in mm) 

Länge (in mm) 

a) Stahl 

7,8 

19 

370 

b) Kupfer 

8,9 

12 

1350 

c) Aluminium 

2,7 

3,5 

720 

d) Messing 

8,5 

15 

82 


11.26 Ein gerades Prisma hat als Grundfläche einen Rhombus mit den Diagonalen 
e = 12,3 cm und / = 7,2 cm. 

Wie groß sind seine Oberfläche und sein Volumen, wenn es 27 cm hoch ist? 

11.27 Wie groß ist das Volumen eines regelmäßigen sechs-(acht-)seitigen Prismas mit der 
Grundseite s = 8,2 cm und der Höhe h = 17,3 cm? 

11.28 Ein regelmäßiges gerades sechsseitiges Prisma hat das Volumen E=100cm 3 und die 
Höhe h = 5,2 cm. Berechnen Sie Grundkante, Oberfläche und Raumdiagonalen. 


11.29 Von einem regelmäßigen geraden fünfseitigen Prisma sind die Höhe /2 = 12cm und 
das Volumen K=152 cm 3 gegeben. 

Wie lang sind die Grundkanten, wie groß ist die Oberfläche? 


11.30 


11.31 


Berechnen Sie die Massen der Werkstücke aus Stahl (p = 7,85 g/cm 3 ): 



Grundfläche geneigt. 

Wie groß ist das Volumen, wenn die Grundfläche durch c = 7,2cm, oc = 17,8° und 
ß = 63,9° gegeben ist? 


1 Die Grundfläche ist ein Quadrat. 
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11.6 Pyramide 
Erklärungen 


Ein Körper, der von einem beliebigen ebenen n-Eck und von n Dreiecken begrenzt wird, 
heißt Pyramide. 


Das «-Eck heißt die Grundfläche, die n Dreiecke heißen die Seitenflächen der Pyramide. Der 
Punkt S, der Schnittpunkt aller Seitenflächen (und damit aller Seitenkanten), heißt die 
Spitze der Pyramide. 

Die Seiten des «-Ecks heißen Grundkanten. 

Der Abstand der Spitze von der Grundfläche heißt die Höhe h der Pyramide. 


Eine Pyramide heißt regelmäßig, wenn die Basis ein regelmäßiges Vieleck ist und die 
Verbindungsgerade durch den Basismittelpunkt M und die Spitze rechtwinklig zur 

Grundfläche verläuft. 

Die Gerade [MS] nennt man dann die Achse der Pyramide. 


Die regelmäßige vierseitige Pyramide heißt auch gerade quadratische Pyramide. 


Mit Hilfe des Satzes von Cavalieri kann man ein gerades dreiseitiges Prisma in drei volums¬ 
gleiche Pyramiden zerlegen. 

Es gilt dann: F Prisma = Pj+ V 2 + V 3 = 3 V x 
1 1 

Somit gilt. Ppyramide = ^ ^Prisma = ^ ' A ’ H 


Das Volumen V einer Pyramide mit der Grundfläche^ und der Höhe h ist: 

V=-Ah 

3 

Die Oberfläche der Pyramide ist die Summe der Grundfläche und der Seitenflächen 
(Mantel). 

A 0 — A + A m 

Die Mantelfläche einer regelmäßigen Pyramide ist gleich dem halben Produkt aus dem 
Umfang U der Basisfigur und der Seitenhöhe h '. 

A u =\vh' 


BEISPIELE 

1. Das Volumen und die Oberfläche einer geraden quadratischen Pyramide mit den 
Grundkanten a = 8 cm und den Seitenkanten s = 15 cm sind zu berechnen. 

Lösung: V=-^a 2 h; A 0 = a 2 + 2 ah' 
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2 . 


Aus dem rechtwinkligen Dreieck BMS errechnen wir die Höhe. 
Die Seitenhöhe h' errechnen wir sodann aus AB ES. 

Es gilt: 


h 2 = s 2 - (^-jj = 225 - 32 = 193 

h' 2 =s 2 - = 225 - 16 = 209 

h' =]/2Ö9 


h=fm 

h = 13,89 cm 
h' = 14,5 cm 


v=j -M-fm 


V = 296,4 cm 3 


A 0 = 64 + 16 • ]/2Ö9 


A n = 295,3 cm 2 



Die Oberfläche und das Volumen eines regelmäßigen Tetraeders mit der Kantenlänge 
<2 = 10 cm sind zu berechnen. 

Lösung: 

Das regelmäßige Tetraeder wird von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzt, daher gilt: 
A 0 = A- ^-a 2 = fia 2 100 • ]/3~ = 173,2 Ap = 173 cm 2 


Die Höhe errechnen wir aus dem rechtwinkligen Dreieck CMD. 



Pyramide und Ähnlichkeit 


Wir schneiden die Pyramide durch eine zur Grundfläche parallele Ebene 
Die Basisfigur AB CD und die Schnittfigur B^ Ci D A sind ähnlich. 

Da sich die Flächeninhalte ähnlicher Figuren wie die Quadrate ent¬ 
sprechender Strecken verhalten, gilt (zweiter Strahlensatz): 


A : Aj = (AB) 2 :(A,B 1 ) 2 = (SB) 2 :(Sß 1 ) 2 = h 2 :h 2 

Die Flächeninhalte der Basisfigur und der zu ihr parallelen 
Schnittfigur verhalten sich wie die Quadrate ihrer Abstände von 
der Spitze. 



Daraus folgt: 


Pyramiden mit inhaltsgleichen Grundflächen und gleichen Höhen werden durch zur 
Grundfläche parallele Ebenen nach flächengleichen Figuren geschnitten, wenn diese 
Ebenen von der Spitze gleich weit entfernt sind. 
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Die Volumina V und F, stehen im Verhältnis 




h 


h^_ 

h? 


_h_ 

Ä, 



s 


V:V, = h 3 :hl 

Die Volumina ähnlicher Pyramiden verhalten sich wie die Kubikzahlen ihrer Höhen. 


AUFGABEN 

11.32 Die fehlenden Größen der geraden quadratischen Pyramiden sind zu berechnen. 



fl 

d 

h 

h' 

4 m 

4 q 

V 

a) 


7,3 dm 

8,4 dm 





b) 

12 cm 



14 cm 




c) 



6,3 cm 




39 cm 3 

d) 


9,6 dm 



57 dm 2 



e) 

2,1 m 




8,6 m 2 




11.33 Wie groß ist das Volumen einer dreiseitigen Pyramide mit den Abmessungen 
A = 24 cm, b = 17 cm, c = 33 cm, h = 14 cm? 

11.34 Die Oberflächen und die Volumina der regelmäßigen sechsseitigen Pyramiden sind zu 
berechnen: 

a) fl =2,4 dm, h = 12,8 dm b) fl = 6,3 cm, /*' = 9,4 cm 

11.35 Wie groß ist das Volumen eines regelmäßigen Tetraeders, wenn die Oberfläche 
82,4 cm 2 beträgt? 

11.36 Wie groß ist die Oberfläche eines regelmäßigen Tetraeders, wenn das Volumen 
672 cm 3 beträgt? 

11.37 Berechnen Sie die Volumina der durch Zeichnung gegebenen Körper. 
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11.38 Von einer geraden quadratischen Pyramide sind a = 6,2 cm und h = 8,4 cm gegeben. 
Berechnen Sie ihren Inhalt, ihre Oberfläche, den Neigungswinkel der Seitenflächen 
und den Neigungswinkel der Seitenkanten. 

11.39 Berechnen Sie das Volumen und die Oberfläche einer regelmäßigen fünfseitigen Pyra¬ 
mide, deren Grundkanten a=7,2cm lang sind und deren Seitenkanten s = 18,4 cm 
messen. 

11.40 Berechnen Sie die Längen der Seitenkanten eines regelmäßigen Tetraeders, wenn sein 
Volumen K=500 cm 3 beträgt. 

11.41 Eine gerade quadratische Pyramide mit dem Volumen K=920cm 3 hat die 
Höhe h = 16 cm. 

Wie lang sind ihre Grund- und Seitenkanten? 

11.42 Das Volumen einer Pyramide beträgt F=l,28 dm 3 , die Grundfläche mißt A=12 cm 2 . 
Wie groß ist die Höhe? 

11.43 Welches Volumen hat ein Oktaeder, bei dem alle Kanten 3 cm lang sind? 

11.44 Eine h =8,2 cm hohe Pyramide hat als Grundfläche ein Dreieck mit den Abmessungen 
a = 9,3 cm, b = 12,3 cm und c = 14,7 cm. 

Wie groß ist ihr Volumen? 

11.45 Eine regelmäßige Pyramide hat ein gleichseitiges Dreieck mit a = 6cm als Grund¬ 
fläche und ist h =9 cm hoch. 

Wie groß ist das Volumen? 

Unter welchen Winkeln sind die Seitenkanten (Seitenflächen) gegen die Grundfläche 
geneigt? 

11.46 Die Grundkanten einer regelmäßigen siebenseitigen Pyramide messen a =9,2 cm, ihre 
Seitenkanten 5 = 25,3 cm. 

Wie groß sind Volumen und Oberfläche, unter welchen Winkeln sind die Seiten¬ 
flächen (Seitenkanten) gegen die Grundfläche geneigt? 

11.47 In welchem Abstand y von der Spitze muß eine Pyramide von einer zur Grundfläche 
parallelen Ebene geschnitten werden, damit die Volumina der beiden so entstehenden 
Körper gleich groß sind? 

11.48 Von einer regelmäßigen zehnseitigen Pyramide sind der Radius des Umkreises der 
Grundfläche und die Neigungswinkel der Seitenflächen gegeben. 

Berechnen Sie das Volumen, zuerst allgemein, dann mit r = 5,6 cm und e = 47,3°. 
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11.49 Eine Pyramide hat als Grundfläche ein gleichschenkliges Dreieck mit c = 4,6 cm und 
7 = 28,6°. Die Spitze S liegt auf der Normalen über dem Eckpunkt C. 

Wie groß ist das Volumen, wenn der Winkel zwischen der Grundfläche und der die 
Seite c enthaltenden Seitenfläche e = 23,7° beträgt? 


11.7 Dreiseitiges, schräg abgeschnittenes Prisma 



Nun betrachten wir ein beiderseitig schräg abge¬ 
schnittenes dreiseitiges Prisma. 

Wir zerlegen diesen Körper durch einen Schnitt 
normal zu den Seitenkanten in zwei gerade, einseitig 
schräg abgeschnittene Prismen. 

Für das Volumen gilt: 

V=V'+V" 

=An hl±'i2±lLi +A hl±hl±K 


F 



v=a„- i±A±A 

Das Volumen eines dreiseitigen schief abgeschnittenen Prismas ist gleich dem Produkt 
aus dem Flächeninhalt des Normalschnitts und dem arithmetischen Mittel seiner Seiten¬ 
kanten 1 . 


Dieser Satz gilt nur für dreiseitige Prismen. 
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11.8 Schräg abgeschnittener Quader 

Durch die Höhen h u h 2 und /i 3 ist auch die Höhe h 4 be¬ 
stimmt, weil H in der Ebene [ EFG ] liegt. 
h = M- l M 2 ist die Mittenstrecke der Trapeze HDBF und 
EÄ CG, daher gilt: 

h 2 + h 4 = h\ + h 2 

Wir denken den Körper in die dreiseitigen Prismen 
ÄBD; EFH und BCD; FGFI zerlegt und erhalten so: 

y ab h< i + h 2 + h 4 ab h 2 + h 2 + h 4 
~ 2 3 + 2 3 

_ ab (/? 1 + /? 3 ) + 2 (h 2 -\-h 4 ) 

“T 3 



i/ , h i + h 3 ,/12 + A4 

2 2 

Das Volumen eines beiderseits schräg abgeschnittenen Quaders ist gleich dem Produkt 
aus dem Flächeninhalt des Normalschnitts und dem arithmetischen Mittel zweier gegen¬ 
überliegender Seitenkanten. 


11.9 Prismatoid 


Das Prismatoid ist ein Körper, der von zwei beliebigen, in parallelen Ebenen liegenden 
Vielecken als Grund- bzw. Deckfläche und von Dreiecken und Trapezen als Seiten¬ 
flächen begrenzt wird. 


Zu den Prismatoiden gehören auch der Pyramidenstumpf, der Keil und der Ponton. 

Die Höhe h des Prismatoids ist der Abstand der Grundflächen. 

Wir legen in der halben Höhe die zu den Grundflächen parallele Ebene. Die so erhaltene 
Schnittfigur heißt Mittelschnitt des Prismatoids. 

Zur Berechnung des Volumens V verbinden wir einen beliebig wählbaren Punkt P des Mit¬ 
telschnittes mit allen Eckpunkten. Es entstehen Pyramiden, deren Spitze P ist und deren 
Grundflächen die Begrenzungsflächen des Prismatoids sind. 

V=V 4 +V 2 +V 3 + ... 


v [ 


ist das Volumen der Pyramide P; ABC D: 




& 


h 

2 


V 2 ist das Volumen der Pyramide P; EFG 

r/ 1 ^ h 

F 2 =-^ 2 - 


ABCD. . . . Grundfläche 

EFG .Deckfläche 

HIKLM. . Mittelschnitt 


G F 
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V 3 ist das Volumen der Pyramide P; ABE 

weil A abe =4A hie und Vp. HIE ~ Ve;H1P 

T , , T , A \ A h 
gilt: V 3 — 4 V E; HIP — 4 • - • A hip •- 

V 4 ist das Volumen der Pyramide P; EBF 
weil A ebf = 4 A ikb und V P;IKB —V B;IKP 

gilt: V 4 = 4 V P;IKB = 4--‘A/k P ‘— 

Wir erhalten also V=^A 3 + yA 2 + 4-j(A HIP +A IKP +.. .) 

6 6 6 

Der in der Klammer stehende Ausdruck ist der Flächeninhalt des Mittelschnittes: 

h 

Volumendes Prismatoids: V=-[A 3 + 4A m +A 2 ] 

6 


Pyramidenstumpf 


Wenn wir eine Pyramide durch eine Parallelebene zur 
Grundfläche schneiden, so entstehen zwei Körper: ein 
Pyramidenstumpf und die zu ihm gehörige Ergänzungs¬ 
pyramide. 

Die Höhe des Pyramidenstumpfes ist der Abstand der beiden 
Parallelebenen. 

Der Pyramidenstumpf ist ein Prismatoid. 

Um sein Volumen angeben zu können, berechnen wir zu¬ 
nächst den Flächeninhalt des Mittelschnittes. 

Es gilt: s m = -j (5 t + s 2 ) bzw. = y ^1 + y-j 


S 



Weil sich die Seiten wie Wurzeln entsprechender Flächeninhalte verhalten, können wir 
schreiben: 


fL_ = ± 

yÄ 2 



bzw. yÄ^= {pr+y^7) 


Wir setzen in die Prismatoidformel ein: 


V= — (A, + 4 A m + A 2 ) = 


A, + 4 


^y^Vj/^7 j 2 


+ A 2 


v=—(A, + ]/ÄyÄ 2 +a 2/ 


Achten Sie auf die gewichtete Mittelbildung. A m wird viermal gezählt, Aj und A 2 nur je einmal. 
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AUFGABEN 

11.50 Die Grundflächen eines Pyramidenstumpfes betragen = 50 cm 2 und A 2 = 30 cm 2 , die 
Stumpfhöhe mißt h = 18 cm. 

Wie groß ist das Volumen? 

11.51 Die Grundflächen eines Pyramidenstumpfes messen ^ = 10 cm 2 und A 2 = 40 cm 2 . Die 
Ergänzungspyramide ist h A = 4 cm hoch. 

Berechnen Sie das Volumen des Stumpfes! 

11.52 In einem h = 10 cm hohen regelmäßigen sechsseitigen Pyramidenstumpf messen die 
Grundkanten ^ = 20 cm und s 2 = 15 cm. 

Wie groß sind Volumen und Oberfläche? 

11.53 In welcher Höhe muß eine Pyramide parallel zur Grundfläche geschnitten werden, 
damit das Stumpfvolumen viermal so groß wie das Volumen der Ergänzungspyramide 
ist? 

11.54 Eine Maschine hat einen quadratischen pyramidenstumpfförmigen Betonsockel mit 
a = 2,8 m, b = 1,9 m und der Seitenflächenhöhe h^ = 1,5 m. 

Wie groß ist die Höhe? 

Wie lang sind die Seitenkanten? 

Wie groß ist das Volumen? 

Wie groß ist die Masse des Sockels, wenn p = 2,3 kg/dm 3 beträgt? 

11.55 Eine 60 cm hohe gerade quadratische Pyramide mit der Grundkante a=30cm wird 
durch zwei zur Grundfläche parallele Ebenen in drei gleich hohe Körper zerlegt. 
Welches Volumen und welche Oberflächen haben diese? 


11.56 Berechnen Sie den Inhalt skizzierten Körpers aus: ß =46mm; 
6 = 38 mm, c = 42 mm, # = 38,2°, /? = 32,8°. 


11.57 Ein beiderseits unter # = 52° geböschter Graben mit der Breite 
<3 = 2,35 m und der Sohlenbreite b = 0,85 m, dessen kürzere 
obere Kantenlänge / = 26,4 m angegeben ist, wird, wie der 
Grundriß zeigt, durch eine lotrechte Ebene abgeschnitten, die 
mit der Grabenrichtung den Winkel co = 150° bildet. 

Wieviel m 3 beträgt der Aushub? 


11.58 Berechnen Sie das Volumen aus a, b, c, a und ß. Welche Bezie¬ 
hung muß bei der Wahl von oc und ß beachtet werden, damit 
die obere Kante (First) zu b parallel liegt? 

Numerisch für: a = 8,25 m, b = 15,3 m, c = 4,25 m, # = 53,5°, 
/? = 42,4°. 
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11.59 Ein Winkelstahl mit den in der Skizze angegebenen 
Abmessungen a, b, c, d wird durch die Ebene [ÄBK] 
geschnitten. 

Berechnen Sie die Masse des stark gezeichneten 
Stumpfes. Der Inhalt besteht aus dem Stumpf über 
AD EC und dem über BCEF. 

Numerisch für: d = 5 mm, a =48 mm, 6 = 38 mm, 
c = 52 mm. 



11.60 Berechnen Sie die Masse des angegebenen Kreuzungsstückes 
zweier Vierkantstahlstäbe aus a, b, a. 

Numerisch für: a = 24 mm, b = 80 mm, cc = 30°. 



'2 





\ 


1 





r 

_ h 

,.\ß 

/ 



\ 

a/ 


11.61 Gegeben: a, / 2 , 
Gesucht: V. 
Numerisch für: 
fl =26 mm, 

4 = 85 mm, 

4 = 65 mm, 
a = 35°. 


11.62 Berechnen Sie den Inhalt und die Oberfläche des skizzierten 
Keiles mit den angegebenen Maßen. 

Numerisch für: a = 18,4 cm, b = 10,6 cm, 
c = 26,2 cm, oc = 58,6°. 




11.63 Von dem skizzierten Körper (dreiseitiges Prisma ausge¬ 
schnitten) sind die Größen a= 47,4 cm, b = 38,6 cm, a = 17° 
und ß = \21° angegeben. 

Berechnen Sie sein Volumen allgemein und numerisch. 



ro|c7 
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11.64 Von dem skizzierten Körper sind die Größen 
fl = 16,7 m, 6 = 13,3 m, a = 56°, ß = 62° , / = 42°, 
8 = 70° und h = 2,4 m angegeben. 

Berechnen Sie das Volumen des Körpers allge¬ 
mein und numerisch. 



11.65 Berechnen Sie das Volumen des stark umrandeten Körpers 
ABC ED und den Flächeninhalt des Dreiecks BDE. 

A D und CE stehen normal auf ABC. 

Numerisch: c = 42,6 cm, cc = 68,4°, ß = 62,3°, co = 38,2°. 


E 



11.66 Berechnen Sie das Volumen des skiz¬ 
zierten Werkstücks aus: 
ci = 64 mm, b = 22 mm, 
c = 28 mm, oc = 35°. 


11.67 Berechnen Sie das Volumen des skiz¬ 
zierten Werkstücks aus: 
a = 64 mm, b = 25 mm, 
c = 18 mm, a = 70°. 




11.68 Ein Damm schließt mit einem pyramidenför¬ 
migen Stützpfeiler ab, der die Maße a= 4,3 m, 
b = 2,8 m, or = 53° und ß = 26° hat. 

Berechnen Sie das Volumen dieses Pfeilers. 
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11.10 Zylinder 


Ein Zylinder ist ein Körper, der durch eine Verschiebung einer krummlinig begrenzten 
ebenen Figur erzeugt wird, bei der die Schiebrichtung zur Ebene der Figur nicht parallel 
ist. 


Anfangs- und Endlage der parallelverscho¬ 
benen Figur heißen Grundfläche bzw. 
Deckfläche, wegen der Kongruenz auch 
kurz Grundflächen. 

Der Abstand der beiden parallelen Grund¬ 
flächen heißt die Höhe h des Zylinders. 

Die die Grundfläche verbindende Mantel¬ 
fläche ist so gekrümmt, daß alle in ihr lie¬ 
genden (Schieb-)Strecken, die Mantel¬ 
strecken s, zueinander parallel sind. 



Stehen die Schiebstrecken normal auf den Grundflächen, dann spricht man von einem 
geraden Zylinder, sonst von einem schiefen Zylinder. 



Auf solche Zylinder beschränken wir uns im folgenden. 

Die Verbindungsgerade der Kreismittelpunkte der Grundflächen nennt man die Achse des 
Zylinders. 

Jeder die Achse enthaltende Schnitt heißt Achsenschnitt. 


Wenn der Achsenschnitt ein Quadrat ist, so heißt der Zylinder gleich¬ 
seitig. 


Der abgewickelte Mantel eines geraden Zylinders ergibt ein Rechteck mit 
den Seiten h und dem Kreisumfang 2 nr. 
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Aufriß 




Für den geraden Zylinder gilt: A M = 2nrh 

A ö =2nr 2 + 2nrh=2nr(r + h) 


Zur Berechnung des Volumens vergleichen wir den Zylinder mit einem gleich hohen Quader 
von flächengleicher Grundfläche. 



Die Anwendung des Satzes von Cavalieri ergibt: V=Ah 
Diese Formel gilt für jeden Zylinder. 

Für den Drehzylinder gilt: V=nr 2 h bzw. V=^d 2 h 


Hohlzylinder 



Leicht ist zu erkennen: 


h 


V= n h (r\ — rl) 

A 0 = 2 n[(r\ -r\) + h + r 2 )] 

= 2ti (ri + r 2 ) (fi — r 2 +h) 
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Schief abgeschnittener gerader Kreiszylinder 


Die durch den schrä¬ 
gen Schnitt entstehende 
Figur ist eine Ellipse mit 
den Halbachsen a und 
b. 

Genauso wie beim 
schräg abgeschnittenen 
Quader berechnet man 
auch hier das Volumen 
als Produkt des Normal¬ 
schnittes (^Kreis = 7t T 2 ) 
und dem arithmetischen 
Mittel aus der längsten 
und kürzesten Mantel¬ 
strecke. 



v=nr 2 hi±h = nr 2. m ,m 2 

2 


AUFGABEN 

11.69 Die fehlenden Größen der Zylinder sind zu berechnen: 



d 

h 



V 

a) 

6,2 cm 

35,4 cm 




b) 


6,3 dm 

54 dm 2 



c) 


17,2 cm 



1230 cm 3 

d) 



82 dm 2 

205 dm 2 


e) 



27,5 m 2 


25,2 m 3 


11.70 Die Oberfläche eines gleichseitigen Zylinders beträgt 173 cm 2 . 

Wie groß ist sein Volumen? 

11.71 Die Grundfläche eines gleichseitigen Zylinders mißt 8,4 dm 2 . 

Wie groß sind seine Oberfläche und sein Volumen? 

11.72 Das Volumen eines gleichseitigen Zylinders ist grafisch darzustellen als Funktion 
a) des Durchmessers, b) einer Grundfläche, c) der Oberfläche. 

11.73 Berechnen Sie die Preise: 




Durchmesser (in mm) 

Länge (in m) 

Grundpreis (in S pro kg) 

a) 

Kupfer 

1,2 

2530 

98,60 

b) 

Kupfer 

70 

7,5 

134,70 

c) 

Messing 

6 

125 

94,10 

d) 

Aluminium 

32 

73 

50,60 

e) 

Neusilber 1 

24 

3,4 

181,90 


p = 8,5 kg/dm- 
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11.74 Die Preise der Kupferrohre sind zu berechnen. 

Der Preis beträgt bei Rohren bis 14 mm außen 153,50 S/kg und bei Rohren bis 90 mm 
außen 140,50 S/kg. 



Außendurchmesser 
(in mm) 

Wanddicke 
(in mm) 

Länge 
(in mm) 

a) 

13 

1,5 

850 

b) 

42 

1,5 

575 

c) 

90 

2 

800 


11.75 Aus welchem Material (Messing, Blei, Aluminium) sind die Drähte? 



/ (in m) 

d (in mm) 

m (in kg) 

a) 

150 

7,5 

56,7 

b) 

400 

9 

290,0 

c) 

1700 

3,4 

42,5 


11.76 Berechnen Sie den Durchmesser eines h= 4 cm hohen Zylinders, dessen Volumen 
V= 125 cm 3 beträgt. 

11.77 Das Volumen eines gleichseitigen Zylinders beträgt F=930 cm 3 . 

Wie groß ist seine Oberfläche? 

11.78 Der Radius eines gleichseitigen Zylinders ist r = 7 cm. 

Berechnen Sie Volumen und Oberfläche. 

11.79 Berechnen Sie die Masse von 300 m Rundstahl vom Durchmesser d = 6 mm. 

11.80 Wie groß ist die zu entrostende Fläche eines zylindrischen Behälters vom Durchmesser 
d = 15 m und der Höhe h= 30 m (Grundfläche + Mantel)? 

11.81 Ein Quadrat mit a = 8 cm wird um eine Seite gedreht. 

Wie verhalten sich die Maßzahlen von Oberfläche (in cm 2 ) und Volumen (in cm 3 ) des 
Drehzylinders zueinander? 

11.82 Die Maßzahlen der Oberfläche und des Volumens eines h = 15 cm hohen geraden 
Zylinders sind gleich. 

Berechnen Sie den Durchmesser und das Volumen. 

11.83 Welches Volumen (Festmeter, fm) hat ein 4,2 m langer zylinderförmiger Baumstamm, 
dessen mittlerer Umfang U = 120 cm mißt? 

11.84 Eine Rolle Kupferdraht (d = 4 mm, p = 8,9 g/cm 3 ) hat die Masse m =52,6 kg. 

Wie lang ist der Draht? 

11.85 Ein Meßzylinder von 20 mm innerer Weite soll mit cm 3 -anzeigenden Teilstrichen 
versehen werden. 

Welchen Abstand müssen die Teilstriche voneinander haben? 

11.86 In einem Bergwerk wird ein 280 m tiefer runder Schacht mit der lichten Weite 
d = 5,8 m durch ein durchschnittlich 30 cm dickes Mauerwerk abgeteuft. 

Wieviel m 3 Erde müssen ausgehoben werden und wie groß ist das Volumen des 
Mauerwerkes? 
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11.11 Kegel 


Verbindet man alle Punkte einer geschlossenen ebenen Kurve k mit einem nicht in ihrer 
Ebene liegenden Punkt S geradlinig, so erhält man eine Mantelfläche M, die zusammen 
mit der von der Kurve k umschlossenen Grundfläche oder Basis einen Körper begrenzt, 
den wir Kegel nennen 1 . 


Die Verbindungsstrecken der Basisrandpunkte mit der Spitze heißen Mantelstrecken 5. 

Der Abstand der Spitze S von der Grundebene heißt die Höhe h 
des Kegels. 

Ist die Grundfläche ein Kreis mit dem Mittelpunkt O, so spricht 
man von einem Kreiskegel. Die Verbindungsgerade [OS] heißt die 
Mittenlinie oder Mediane des Kegels. Ist die Mittenlinie normal zur 
Grundfläche, so liegt ein gerader Kegel, auch Drehkegel genannt, 
vor. [OS] ist dann die Achse des Drehkegels. 

Jeder die Achse enthaltende Schnitt heißt Achsenschnitt. Der Ach¬ 
senschnitt eines geraden Kreiskegels ist ein gleichschenkliges 
Dreieck. 

Ein Drehkegel entsteht auch durch Rotation eines rechtwinkligen 
Dreiecks um eine seiner Katheten. 

Ist OS nicht normal zur Grundfläche, so spricht man von einem 

schiefen Kreiskegel. 

OS ist dann keine Symmetrieachse des Kegels. 

Ein schiefer Kreiskegel kann nicht durch Rotation erzeugt werden. 

Jeder ebene Schnitt durch die Mittenlinie eines Kreiskegels heißt Mittenschnitt. 

Die Mittenschnitte eines schiefen Kreiskegels sind im allgemeinen ungleichschenklige 
Dreiecke. 

Die Mittenschnitte von Drehkegeln sind gleichschenklige Dreiecke. 



Wenn jeder Mittenschnitt ein gleichseitiges Dreieck ergibt, so heißt der Kegel gleich¬ 
seitig. 


In einem geraden Kreiskegel, auch Drehkegel oder Rotationskegel genannt, heißt der Winkel 
zwischen der Achse und einer Mantelstrecke der Achsenwinkel cc des Kegels. 

Der Winkel 2 oc heißt Öffnungswinkel. 

Jeder zur Grundfläche parallele Schnitt eines Kreiskegels ist ein Kreis. 




In der darstellenden Geometrie versteht man unter Kegel meist die (beiderseits unbegrenzte) Kegel¬ 
fläche. 
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Zur Berechnung des Volumens vergleichen 
wir einen beliebigen Drehkegel mit einer 
gleich hohen quadratischen Pyramide von 
flächengleicher Grundfläche. 

Es verhält sich der Flächeninhalt der 
Schnittflächen zu dem Flächeninhalt der 
Grundflächen in beiden Fällen wie h \: h 2 . 

.. 2 

Auf Grund der Ähnlichkeit sind nun bei 
flächengleichen Grundflächen die Schnitt¬ 
flächen beider Körper in einer beliebigen 
basisparallelen Ebene stets inhaltsgleich. 

Nach dem Satz von Cavalieri gilt daher für 
jeden Kreiskegel: 



kkegel — A 


h 

'3 


bzw. 



Wenn wir den Mantel eines geraden Kreiskegels längs 
einer Mantelstrecke s aufschneiden und in einer Ebene 
abwickeln, so entsteht ein Kreisausschnitt mit dem Ra¬ 
dius s, dem Zentriwinkel co und der Bogenlänge 2nr. 

Wirerhalten: A M = A Kreis —und =^il = L daher 
M Kre,s 360° 360° 2ns s 



a 2 r 

A m = ns z - = n rs 
s 


Wir fassen die wichtigsten Formeln für den geraden Kreiskegel zusammen: 


V = 



A M = nrs A ö = nr(r+s ) 


S = ]W/l 2 


co r 
360° “ 5 


BEISPIELE 


V= — - —d 2 
3 4 


2 24 


Mittenwinkel des abgerollten Kegelmantels, Volumen, Mantelfläche, Oberfläche eines 
gleichseitigen Kegels mit dem Durchmesser d sind zu 
berechnen. 

Lösung: 

Die Höhe des Kegels ist gleich der Höhe eines gleich¬ 
seitigen Dreiecks mit der Seitenlänge d. 

h=^-d 

Es gilt daher für das Volumen: 



1 Den Abstand der Spitze von der basisparallelen Schnittfläche bezeichnen wir mit h x . 









































214 


11. Stereometrie 


Für die Mantelfläche gilt: 

Am = 2 ds = 2 2 -^Grundkreis Am 2 -^Grundkreis 

Für den Mittenwinkel co des abgerollten Kegelmantels gilt: 

co : 360° = r : 5 = 1: 2 ^ cu = 180° tu = 180° 

Der abgerollte Kegelmantel ist also ein Halbkreis. 

Für die Oberfläche erhalten wir: 

A 0 — A - (- Am — A + 2A = 3A Aq — 3y4g run j| cre j s 

2. Wie groß ist die Oberfläche eines geraden Kegels, dessen Volumen 34,60 dm 3 beträgt, 
wenn die Höhe 93,0 cm mißt? 

Lösung: 


Aq = A + A m V — ^ Ah 

„ 3 V 34,60 dm 3 .. J , 

Wirerhalten: A— . — _ , —11,16dm 2 

h 3,10 dm 

,. fJ ,, a .f± 

Nun können wir s berechnen: 

d = 3,77 dm 

s 1 = h 1 + (y) 

s = 9,49 dm 

1 

A m — — • ti ds 

A u = 56,19 dm 2 

Aq = A + A m 

Aq = 67,35 dm 2 


AUFGABEN 

11.87 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der Drehkegel: 



d 

h 

s 

Am 

Aq 

V 

a) 

12 cm 

12 cm 





b) 


18,3 cm 




760 cm 3 

c) 



24 cm 

290 cm 2 



d) 

8,7 dm 



150 dm 2 



e) 


2,7 m 

4,3 m 





11.88 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der gleichseitigen Kegel: 



d 

h 

Am 

Aq 

V 

a) 


14 cm 




b) 



150 dm 2 



c) 




17,6 m 2 


d) 

8,4 mm 





e) 





6,7 m 3 


11.89 Ein rechtwinkliges Dreieck mit a= 4 dm und b — 3 dm wird um je eine Kathete ge¬ 
dreht. 

Wie verhalten sich die Mantelflächen, die Oberflächen und die Volumina der beiden 
Drehkegel? 






















11. Stereometrie 


215 


11.90 Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlänge a =6 cm rotiert um eine Seite. 

Wie groß sind Oberfläche und Volumen des Drehkörpers? 

11.91 Ein Quadrat rotiert um eine Diagonale. 

Wie groß ist die Seitenkante des Quadrats, wenn das Volumen des Drehkörpers 
450 cm 3 beträgt? 

11.92 Berechnen Sie die Mittenwinkel der Kreisausschnitte der abgewickelten geraden 
Kegel. 

a) <7 = 17 cm, h = 8,3 cm b) d = 2,4 dm, s = 1,8 dm c) F=670cm 3 , h = 12 cm 

11.93 Der Inhalt eines Drehkegels mißt K=632 cm 3 , der Radius des Grundkreises ist 
r = 15 cm lang. 

Wie hoch ist der Kegel, wie groß ist seine Oberfläche? 

11.94 Der Mantel eines geraden Kegels ist viermal so groß wie die Grundfläche. 

Wie groß ist der Mittenwinkel des zugehörigen Kreisausschnittes? 

11.95 Ein gleichschenkliges Dreieck (a = b ) rotiert um die Seite c. 

Wie groß sind die Mantelfläche und das Volumen des Drehkörpers? 

11.96 Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse c rotiert 
nacheinander um die drei Seiten. 

Wie groß sind jeweils das Volumen und die Mantelfläche des Drehkörpers? 

11.97 Wie groß sind das Volumen und die Oberfläche eines gleichseitigen Kegels, dessen 
Basisradius 4,2 dm mißt? 

11.98 Von einem schiefen Kegel sind der Radius r = 8,3cm, die kürzeste Mantelstrecke 
s-i = 14,5 cm und die längste Mantelstrecke s 2 = 22,3 cm gegeben. 

Wie groß ist das Volumen? 

11.99 Die Mantelstrecken eines geraden Kegels sind doppelt so groß wie der Grundkreis¬ 
durchmesser. 

Wie groß ist das Volumen, wenn die Oberfläche A ö = 812 cm 2 mißt? 

11.100 Einer geraden quadratischen Pyramide mit den Abmessungen a=20cm und 
h = 80 cm ist ein Kegel eingeschrieben. 

Wie groß sind sein Volumen und seine Oberfläche? 

11.101 Aus einem halbkreisförmigen Blech (r = 25 cm) wird ein Kegelmantel gebogen. 

Wie groß ist das Volumen des Kegels? 

11.102 Aus einem Würfel mit der Kantenlänge a wird der inhaltsgrößte Kegel gedreht. 
Wieviel Abfall erhält man? 


11.103 Wie groß sind das Volumen und die Oberfläche eines Drehkörpers, der durch 
Drehung eines rechtwinkligen Dreiecks (c = 24 cm, a = 36,7°) um c entsteht? 
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11.12 Kegelstumpf 

Schneidet man einen Kegel in der 
Höhe h über der Grundfläche parallel 
zu dieser ab, so entsteht ein Kegel¬ 
stumpf. .. } 

Der abgeschnittene Kegel heißt Ergän¬ 
zungskegel. 

Wir erkennen die Beziehung: 

5 = ]//* 1 2 + (>! — r 2 ) 2 




Zur Berechnung des Volumens greifen wir auf die Formel für den Pyramidenstumpf zurück. 
V = -y (Ai + ]/AiA 2 + A 2 ) Ai = nr 2 A 2 = n r 2 



Die Mantelfläche eines Kegelstumpfes erhalten wir 
als Differenz zweier Kreisausschnitte 2 . 

Es gilt: 

x : (x + s) = r 2 : r, 

xr^ = xr 2 + r 2 s 


r\~r 2 

A m = n r-i (x -I- 5 ) — n r 2 x 
= nriS + 7tx(r 1 — r 2 ) 

r 2 s ( . 

= TLT\ S + 71-(Al — r 2 ) 



A m = 71 (n + r 2 )s 


BEISPIEL 

Unter welchen Bedingungen kann man einem Kegelstumpf 
(r T ; r 2 ; /*) eine Kugel einschreiben? 

Lösung: 

B~F = BT = ri, ~CF = ~CG = r 2 
Höhensatz: MF 2 = BT~CF 

r 2 = r \’ r 2 

r =]//*! r 2 , also /* = 2r = 2j/r,r 2 



1 Wir beschränken uns auf den Drehkegelstumpf. 

2 Die Mantelfläche läßt sich auch mit Hilfe des Flächenprojektionssatzes (Band 1) berechnen. 
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AUFGABEN 

11.104 Berechnen Sie die Grundfläche, die Mantelfläche, die Oberfläche und das Volumen 
der folgenden Drehkegelstümpfe: 

a) ^ = 24,0 cm, ** 2 = 16,0cm, h = 6,0 cm 

b) *1 = 13,2 cm, r 2 = 8,5 cm, h = 16,7 cm 

c) *i= 9,3 dm, r 2 = 56,0 cm, h = 0,34 m 

11.105 Von einem geraden Kegelstumpf sind gegeben: 

a) *1 = 12,2 cm, ** 2 = 7,30cm, ^ M = 423 cm 2 ; berechnen Sie VI 

b) **i = 6,3 cm, r 2 = 5,1 cm, h = 0,42 s; berechnen Sie A M ! 

c) A 0 = 412 cm 2 , y4 M = 260cm 2 , s = 9,4 cm; berechnen Sie h ! 

d) *i = 18,4 cm, r 2 = 12,3 cm, s = 17,2 cm; berechnen Sie A 0 und V\ 

11.106 Wie groß ist der Mittenwinkel des Kreisringausschnittes, der den Mantel eines 
geraden Kegelstumpfs (r, = 5,3 cm, r 2 = 2,8 cm, s = 9,3 cm) bildet? 

11.107 Ein gerader Kreiskegel (r = 8,2cm, h = 17,3 cm) wird in halber Höhe parallel zur 
Grundfläche geschnitten. 

Wie groß sind das Volumen und die Oberfläche der beiden Körper? 

11.108 Ein gleichschenkliges Trapez (a = 12,3 cm, c = 7,3cm, h= 2,4 cm) rotiert um seine 
Symmetrieachse. 

Wie groß ist das Volumen des Rotationskörpers? 

11.109 Ein gerader Kreiskegel {d = 18,4 cm, h= 29,5 cm) wird von einer zur Grundfläche 
parallelen Ebene so geschnitten, daß die Volumina (Oberflächen) der beiden Körper 
gleich sind. 

In welcher Höhe erfolgte der Schnitt? 

11.110 Wie groß ist die Oberfläche eines geraden Kreiskegelstumpfes, dessen Volumen 
V= 4312 cm 3 ist, wenn r x : r 2 : h = 4: 3 : 7 beträgt? 


11.13 Kugel und Kugelteile 


Die Kugelfläche ist die Menge aller Punkte im Raum, die von einem Punkt, dem Kugel¬ 
mittelpunkt M, gleichen Abstand r haben. 


Kugelfläche = { P \MP_ = r} 
Kugelkörper = {P \ MP < r) 


b 



{P\MP=r}ns={S u S 2 ] 


Erklären Sie: Eine Gerade hat mit einer Kugelfläche 


{P\MP=r}np={ } 
{P\M_P=r} n b = {B} 



{P\M_P<r} n p = { } 
{P\M_P<r} n b = {B} 


{P|M/><r} ns ={*1*6.5 a M*</-} = S,S 2 
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Eine Ebene schneidet die Kugel in einem Kreis, wenn ihr Abstand von M kleiner als r ist. 
Wenn die Ebene durch den Kugelmittelpunkt geht, so schneidet sie die Kugel im größten 
Kreis, Großkreis oder Hauptkreis genannt. 

Der Radius eines Großkreises ist gleich dem Kugelradius. 

Wenn eine Ebene vom Kugelmittelpunkt den Abstand r hat, so berührt sie die Kugel in 
einem Punkt. Jede solche Ebene heißt Berührebene oder Tangentialebene. 


Ist der Abstand der Ebene vom Kugelmittelpunkt 
größer als r, dann hat die Ebene mit der Kugel keinen 
gemeinsamen Punkt. 

Jede Schnittebene zerlegt 

1. den Kugelkörper in zwei Teile, die Kugelabschnitte 
oder Kugelsegmente heißen. 

2. die Kugelfläche in zwei Teile, die Kugelhauben oder 
Kalotten heißen. 


Zwei zueinander parallele Schnittebenen 
schneiden aus einem Kugelkörper eine 
Kugelschicht und aus einer Kugelfläche eine 
Kugelzone heraus. Der Abstand der beiden 
parallelen Ebenen heißt die Höhe h der 
Kugelschicht (bzw. der Kugelzone). 


Die Radien der Schnittkreise bezeichnen wir mit 
p! und p 2 . 



Wird ein Kugelabschnitt über seinem Grundkreis durch einen 
Kegel, dessen Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt, ergänzt, so 
entsteht ein Kugelausschnitt, auch Kugelsektor genannt. 



Erklären Sie: Ein(e) 


Kugelabschnitt 

Kugel 

Kugelschicht 


entsteht durch Rotation 



Volumen der Kugelschicht 


Zur Berechnung des Volumens der Kugelschicht (Radius der Grundflächen und p 2 , 
Höhe h ) verwenden wir den Satz von Cavalieri. 

Wir zeigen zunächst, daß der Inhalt der Schicht gleich ist dem Inhalt der Schicht eines Dreh¬ 
zylinders mit kegelförmiger Bohrung (siehe Zeichnung!). 






















































11. Stereometrie 


219 


Wir betrachten einen Parallelschnitt zu den Grundflächen im Abstand x von der Kugelmitte. 
Der Flächeninhalt des Schnittkreises mit der Kugel beträgt 
A =np 2 = n(r 2 — x 2 ) 

Der Flächeninhalt der Schnittfigur mit dem Ringkörper beträgt 
A=n(r 2 -x 2 ) 


Wir erkennen, daß zu den Grundflächen parallele Schnitte der Schicht (Kreis mit dem 
Radius p) und des Ringkörpers (Kreisring mit den Radien r und x) flächengleich sind. Der 
Inhalt der Schicht ist daher gleich dem Inhalt des Ringkörpers. 

V = k^yi kKegelstumpf —Tlf h ~ (G "P ^1 ^2 "F G) 


Aus r 2 = y r 2 — p 2 und r A = ]/r 2 — p 2 \ folgt: r 2 + r 2 =2 r 2 — p 2 — p 2 2 


Ferner ist: 

r 2 + r-i r 2 4- r 2 = r 2 + r 2 + 


r[ + rj - (r 2 - r,) 2 

2 


= -r,) 2 

= \ (2 r 2 - ft 2 - ft 2 ) - -y- 


Es gilt daher: 


V— nr 2 h — 
= nr 2 h — 


nh 

3 


j(2r 2 


- Pi - pi) - ~a~ 


nh 2 
—( 2r 


- A 2 - Pi) + 


Ti h 3 



K=^-[3( A 2 + p 2 2 ) + h 2 ] 


BEISPIEL 

Eine Halbkugel mit dem Radius r = 15 cm wird von zwei zur Grundfläche parallelen Ebenen 
(Entfernungen von der Grundfläche 4 cm bzw. 10 cm) geschnitten. 

Wie groß ist das Volumen der Kugelschicht? 

Lösung: F=^ [3 (p? + P 2 ) + h 2 ] 
o 

h = (10 — 4) cm = 6 cm 

p 2 = (15 2 —4 2 ) cm 2 = 209 cm 2 p 2 2 = (15 2 — 10 2 ) cm 2 = 125 cm 2 

[3 • 334 + 36] cm 3 = 103871 cm 3 V= 3261 cm 3 

6 


AUFGABEN 


11.111 Berechnen Sie das Volumen der Kugelschicht: 
a) h = 4 cm b) h = 36 mm 

p 1 = 7,3 cm P\ = 57 mm 

p 2 = 5,6 cm p 2 = 57 mm 


c) h =2,1 dm 
Pt = 1,25 m 
p 2 = 68 cm 
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11.112 Aus einer Halbkugel mit dem Radius r wird ein Kegel mit dem gleichen Radius und 
der Höhe r herausgeschnitten. 

Wie groß ist das Volumen des Restkörpers? 

11.113 Der Fuß einer runden Granitsäule (d = 40 cm) besteht aus einer 20 cm hohen Kugel¬ 
schicht. 

Wie groß ist deren Masse, wenn der Durchmesser der zweiten Grundfläche 60 cm 
lang ist und die Dichte p = 2,7 kg/dm 3 beträgt? 

11.114 Von einer Kugelschicht sind gegeben: F=27400 cm 3 , h = 11,2 cm und Pi = 28 cm. 

Wie lang ist der Durchmesser der zugehörigen Kugel? 


Volumen des Kugelabschnitts 


Wir erhalten das Volumen, wenn wir in die Formel für die Kugelschicht p 2 = 0 und P\ = p 
einsetzen: 



BEISPIEL 


Eine halbkugelförmige Schale vom Durchmesser 
d = 25 cm ist mit Wasser gefüllt. 

Wieviel Wasser fließt aus, wenn man die Schale um 30° 
neigt? 

Lösung: 

V Y 

x = — daher h=- 
2 2 



Für das in der Schale bleibende Wasser 
gilt: 

K-^(3 r-h) 

7 i r 2 5 r 5 Ti , 

“ 12 ' 2 “ 24 r 


Es gilt daher 1 : 


2 71 3 5 71 3 FT. 

— r 3 -—r 3 = W 
3 24 

^=!jl2,5 3 (16-5) 


1953 71-11 
24 


= 2,81 • 10 3 


Es fließen 2,81 dm 3 Wasser aus. 


kkugel 


4 71 
3 
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AUFGABEN 

11.115 Wie groß ist das Volumen eines h =4 cm hohen Kugelabschnitts, dessen Grundkreis¬ 
durchmesser d = l,2 cm mißt? 

11.116 Ein Gasbehälter besteht aus einem 20 m hohen Zylinder mit dem Durchmesser 
d = 25 m und ist durch eine Kalotte abgeschlossen. Der Mittelpunkt der zugehörigen 
Kugel liegt auf Höhe der Zylindersohle. 

Wieviel m 3 faßt der Behälter? 

11.117 Welches Volumen hat ein Kugelabschnitt, dessen 4 cm hoher Ergänzungskegel 
gleichseitig ist? 

11.118 Wie groß ist das Fassungsvermögen einer halbkugelförmigen Schale, aus der bei 
einer Neigung um 20° 2,2 1 Wasser fließen? 

11.119 Berechnen Sie die Masse einer bikonvexen Glaslinse mit den Abmessungen: 
r\ = 62 mm, r 2 = 84 mm, d = 31 mm und p = 3,3 g/cm 3 . 


Volumen des Kugelausschnitts 


Das Volumen eines Kugelausschnitts ist gleich der Summe der Inhalte des zugehörigen 
Abschnitts und des Kegels. 

F=^(3 p 2 + h 2 ) + ^(r-h)-p 2 
o 3 

=7 (3 p 2 A + A 3 + 2 rp 2 —2 Ap 2 ) 

6 

= ^[h -h(2r — h) + h 3 + 2r-h(2r — h)\ 

6 

= —(2rh-h 2 + h 2 + 4r 2 -2rh) 

6 



V=—r 2 h 
3 


BEISPIEL 


Wie groß ist der Öffnungswinkel eines Kugelsektors, 
dessen Volumen ein Drittel des Kugelvolumens beträgt? 


Lösung: 


^Sektor ^ ^Kugel 

2n 2 , 1 4 7t 3 , .2 

— r~ h=- — r daraus n=-r 
3 3 3 3 

cos cc = MJ^=r = ——- = - daher ar = 70,5 o 
MB r 3 



Öffnungswinkel 2 cc = 141° 


AUFGABEN 

11.120 In welchem Abstand x vom Mittelpunkt muß eine Kugel durch eine Ebene ge¬ 
schnitten werden, damit der Kugelabschnitt das halbe Volumen wie der Kugelaus¬ 
schnitt besitzt? 
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11.121 Der Inhalt eines Kugelausschnitts ist dreimal so groß wie der des zugehörigen Kugel¬ 
abschnitts. 

Wie hoch ist der Abschnitt und welchen Öffnungswinkel besitzt der Ausschnitt? 

11.122 Wie groß ist das Volumen eines Kugelausschnitts, wenn der Durchmesser der Kugel 
d = 6,3 dm mißt und der zugehörige Grundkreisradius 12 cm lang ist? 

11.123 Wie groß ist das Volumen eines Kugelausschnitts, wenn der Kugelradius r = 4,2 dm 
beträgt und der Zentriwinkel des Ausschnitts oc = 90° mißt? 

11.124 Ein Achtelkreis dreht sich um einen Begrenzungsradius. Wie groß ist das Volumen 
des Kugelsektors? 

Wie verhalten sich die Volumina von Kugelsegment und Kegel zueinander? 

11.125 Welches Volumen hat ein Kugelsektor, dessen Kegel die Abmessungen r = 5cm und 
h= 2 cm besitzt? 

11.126 Der Achsenschnitt eines Drehkegels ist durch /?=7,2cm und den Basiswinkel 
a = 32,7° bestimmt. 

Wie groß ist das Volumen des zugehörigen Kugelsektors? 


Volumen der Kugel 


Wir setzen in die Formel für das Volumen des Kugelausschnitts h=2r ein. 

V=—— r * 1 2 ’ 2 r 
3 


V= — r 2 bzw. V=-d 2 

3 6 


BEISPIELE 

1. Wie groß ist die Oberfläche A 0 einer Kugel, deren Volumen F=34dm 3 be¬ 
trägt? ...' 

Lösung: A 0 = nd 2 V=^d 2 

6 

6 V 204 

Daraus folgt: d 2 = — =-dm 3 = 64,94 dm 3 

71 71 

Somit ist d = 4,02 dm und d 2 = 16,16 dm 2 A 0 = 50,75 dm 2 

2. Wie groß ist die Masse einer Stahlhohlkugel, wenn ihr Außendurchmesser d = 15 cm 
und ihre Wanddicke s = 1,5 cm beträgt? 

Lösung: m = V-p 

Das Volumen der Hohlkugel ist die Differenz der Volumina der Vollkugel und des 
kugelförmigen Hohlraums. 

rf, = 15cm d 2 = 12cm V=^{d\-d\)=^(\5 3 -12 3 ) cm 3 = 862 cm 3 

6 6 

m = 862 cm 3 • 7,85 g/cm 3 = 6,77 • 10 3 g m = 6,8 kg 


1 Kugel: A 0 = 4nr 2 = nd 2 
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AUFGABEN 

11.127 Welchen Durchmesser hat eine Kugel mit 
a) V= \ dm 3 b) V=1 m 3 ? 

11.128 Wie groß ist die Masse von 250 Stahlkugeln vom Durchmesser d = 25 mm? 

11.129 Wie groß ist der prozentuelle Materialabfall, wenn aus einem Würfel die größte 
Kugel gedreht wird? 

11.130 Wie verhalten sich die Volumina der Kugeln, die einem Würfel eingeschrieben bzw. 
umschrieben sind? 

11.131 Einer Kugel wird ein gleichseitiger Zylinder eingeschrieben. 

Wie verhalten sich die Volumina der beiden Körper? 

11.132 Wie viele Kugeln vom Durchmesser 1 cm können aus 1 kg Blei gegossen werden, 
wenn p = 11,34 g/cm 3 beträgt? 

11.133 Die fehlenden Stücke der Hohlkugeln sind zu berechnen: 



4 

d 2 

s 

V 

P 

m 

a) 

6,4 cm 


0,8 cm 


3,4 g/cm 3 


b) 

4,68 dm 

4,30 dm 



6,7 kg/dm 3 


c) 

14,2 cm 

12,6 cm 




3200 g 


11.134 Wie lang ist der Durchmesser einer Kugel aus Kupfer (p = 8,9 g/cm 3 ) mit der Masse 
10,0 kg? 

11.135 Wie groß ist die Masse einer Korkkugel vom Radius r = lm, wenn p K ork = 0,2 g/cm 3 
beträgt? 

11.136 In der technischen Praxis verwendet man zur Berechnung des Kugelvolumens 

gelegentlich die Näherungsformel K«- d 3 . 

Wie groß ist der prozentuelle Fehler? 

11.137 Der Umfang eines Großkreises einer Kugel beträgt u = 2,20 m. 

Wie groß ist deren Volumen? 

11.138 Wie groß ist der Durchmesser einer Bleikugel, die durch Einschmelzen von 1000 
Schrotkugeln (d = 2 mm) entsteht? 

11.139 Die ebene Begrenzungsfläche einer Halbkugel mißt A =420 cm 2 . 

Wie groß ist das Volumen der Halbkugel? 

11.140 Einem gleichseitigen Zylinder wird zunächst eine Kugel und dann ein Drehkegel ein¬ 
geschrieben. 

In welchem Verhältnis stehen die Volumina der drei Körper zueinander? (Archi- 
medes) 

11.141 Das Gewicht einer Kugel ist in Luft 32 N und in Wasser 12 N. 

Wie groß ist ihr Volumen? 

11.142 Wie dick ist eine 1 m 2 große Ölschicht, die aus einem Öltropfen vom Durchmesser 
d = 3 mm entstanden ist? 
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Flächeninhalt der Kalotte, Oberfläche des Kugelabschnitts 

Wir denken uns die Kalotte in sehr viele Flächenteile A u A 2 , .. A n zerlegt. 

Wenn n genügend groß ist, dann können wir die Flächenteile (fast) als ebene Figuren 
betrachten. 

Das Volumen des Kugelausschnitts ist dann die Summe 
der Pyramiden, welche diese Flächenstückchen A u A 2 , ... 



^Kalotte — 2nrh 


Die Oberfläche eines Kugelabschnitts ergibt sich aus: 

Aq — -^Kalotte 4" -^Kreis 

= 2nrh + np 2 p 2 = h(2r — h) 

= 2nrh + 2nhr — nh 2 
= A%rh—nh 2 


A 0 = nh(4r — h ) 


BEISPIELE 


1. Ein Kreisausschnitt (r, a) dreht sich um einen Begrenzungsradius. 
Wie groß sind die Oberfläche und das Volumen des Drehkörpers? 


Lösung: 

Es entsteht ein Kugelsektor mit 
h = r — x 

= r — r cos a=r( 1 — cos a) 

~ , oc 

= 2r snr— 

2 

^Kalotte = 2nrh =4nr 2 sin 2 ^ 



^Kegelmantel = Kßr = TI r 2 SlYl OC = 2n r 2 S^— COSy 


2 7t 


2 1 ^ 7t 2 

A= y“ r 


■2rsm z — 


. _ , . oc , 

/ . er 

oc\ 

Drehkörper = 2 71 Y~ sin ^ | 

2sin y 

+ cos— 1 


v = 


4 71 , . , oc 

1" Hsm T 


Wir überprüfen die Formel für den Halbkreis: 

«' = 180° daher V =^ r 3 sin 2 90° = ^ r 3 = F Kugel 
3 3 
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2 . 


Welche Fläche der Erdkugel übersieht ein sich a km 
über derselben befindlicher Beobachter? 


Lösung: 

^Kalotte = 2 7t r/2 

Aus p 2 = h(2r — h) 

p 2 = (r — h ) (fl + h ) 

Finden wir h = ar 
fl + r 


Wir setzen ein: 


, = 2 7t 


fl + r 


= 27t- 


i+^ 



Wenn -< 1 ist, so können wir mit genügender Genauigkeit schreiben: 
r 

A—2nar 2 7t r ist der Erdumfang, also angenähert 40 000 km, daher 

■^(in km 2 ) ^ 40 000 fl(j n km) Oder A( in km 2 ) ^ 40 fl(j n m ) 


AUFGABEN 

11.143 Ein h = 5 cm hoher Kugelabschnitt besitzt das Volumen F=420cm 3 . Wie groß ist 
seine Oberfläche? 

11.144 Wie groß ist das Volumen eines Kugelsegments, wenn seine Haube A K = 220 cm 2 
mißt und es h =7 cm hoch ist? 

11.145 Wie weit muß eine punktförmige Lichtquelle vom Mittelpunkt einer Kugel (r) ent¬ 
fernt sein, damit sie den n-ten Teil der Kugeloberfläche beleuchtet? 

11.146 Wie groß ist das Volumen einer Kugel, wenn eine 3 cm hohe Haube von ihr 
A k = 60 cm 2 mißt? 


Flächeninhalt der Kugelzone 


Wir fassen die Kugelzone als Differenz zweier 
Kugelhauben mit den Höhen x + h und x auf. 

Wir erhalten: 

A =2nr(h + x) — 2nrx = 2nrh 


A=2nrh 



Der Flächeninhalt einer Kugelzone ist unabhängig von der Lage zum Kugelmittelpunkt. 


BEISPIEL 

Ein Kreisabschnitt (r = 10cm und 2 a = 70°) dreht sich um den zu seiner Sehne parallelen 
Durchmesser. 

Wie groß ist die Oberfläche des Drehkörpers? 
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Lösung: 

A O = Zylinder "L -^Zone 

A ö =2nph + 2nrh 


r sina 


= 2 n h (p + r) 

Leicht ist ersichtlich: 
h=2rsina p = r cos a 

Wir setzen ein: 

A 0 = 2 n • 2 r sin a (r cos oc + r) 



= 4 n r 2 sin oc (1 + cos oc) 



h 


AUFGABEN 

11.147 Eine Halbkugel ist im Abstand x von der Grundfläche so zu schneiden, daß die ab¬ 
geschnittene Haube gleich groß wie die Zone ist. 

Wie groß ist x? 

11.148 Von einer h = 10,5 cm hohen Kugelschicht beträgt das Volumen V= 1850 cm 3 . Der 
Radius der kleineren Grundfläche ist r A = 5,4 cm lang. 

Wie groß ist die Oberfläche der Schicht? 

11.149 Wie groß ist die Fläche einer gemäßigten Zone unserer Erde? 

(r = 6370 km, ^Wendekreis 23,5 , ^Polarkreis 66,5 ) 


Oberfläche der Kugel 

Um die Oberfläche der Kugel zu erhalten, setzen wir in die Formel für die Kalotte 
ein: A=2nrh h=2r 


A 0 = 4 7t r 2 


AUFGABEN 

11.150 Einem Zylinder mit den Abmessungen d = 4,5 cm und h =9,3 cm ist eine Kugel um¬ 
schrieben. 

Wie groß sind ihr Volumen und ihre Oberfläche? 

11.151 Die Masse einer Stahlkugel beträgt m = 50 kg. 

Berechnen Sie deren Volumen und deren Oberfläche. 

11.152 Wie groß ist die Erdoberfläche, wenn man die Erde als Kugel mit dem Radius 
r = 6370 km auffaßt? 

Welchen Radius und welchen Umfang hat der Breitenkreis für die geografische 
Breite <p? 

Wie lang ist ein Längengrad auf dem Äquator? 

11.153 Wie groß ist die Oberfläche einer Kugel, deren Volumen V = 5,6 dm 3 beträgt? 
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11.154 Von dem durch die Skizze gegebenen Gußstück (Zylinder 
mit Nut) ist die Masse zu berechnen, wenn gegeben sind: 
<7 = 53 mm, a =48,2 mm, 6 = 12 mm, / = 85 mm (Länge des 
Zylinders), p = 7,2 g/cm 3 . 



11.155 


11.156 


Von dem in der Skizze angegebenen Werkstück (ausge¬ 
drehter Kegelstumpf) sind gegeben: d^ = 84 mm, d 2 = 48 mm, 
fi? 3 = 36 mm, a =26 mm, 6 = 8 mm, c = 12 mm. 

Berechnen Sie das Volumen und die Masse für 


p = 8,6 g/cm 3 . 


Gegeben: <7, 4, / 2 , tz. 

Gesucht: K 

Numerisch für: d = 34,8 mm, 

7 = 115 mm, / 2 = 85 mm, a = 32°. 



b 

a c 



11.157 Ein kegelstumpfförmiger Körper von der Höhe h, der in 
einem Schnitt skizziert ist, hat den äußeren Basisdurch¬ 
messer <7 und den Öffnungswinkel 2 cc sowie die Wanddicke 
s und die Dichte p. 

Berechnen Sie sein Volumen und seine Masse. 

Numerisch für: <7 = 96 mm, 6 =48 mm, s = 8,5 mm, 

<z = 28,6°, p = 7,85 g/cm 3 . 



11.158 Aus einer zur lotrechten Richtung unter a geneigten 
Platte von der Dicke b, der in der schrägen Richtung 
gemessenen Breite a und der Länge c ragt ein Rohr 
mit zylindrischem Querschnitt lotrecht so heraus, wie 
es die Skizze zeigt. Sein äußerer Durchmesser ist D, 
der innere <7 und die Länge an der im Schnitt angege¬ 
benen Stelle /. 

Berechnen Sie den Inhalt des in der Skizze im Schnitt 
gezeigten Teils. <2 = 65 cm, 6 = 45 mm, c = 1,25 m, 
/ = 48 cm, <7 = 35 cm, D = 43 cm, a = 64,3°. 



11.159 Ein Rohrstutzen (siehe Skizze) faßt 14,9 1 und hat die Ab¬ 
messungen d x = 36 cm, <7 = 24 cm, 6=9 cm. 

Berechnen Sie den Winkel der Kegelerzeugenden mit der 
Basis. 



06 
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11.160 Gegeben: a = 12 mm, cc = 54,4°, A = 15 mm, i = 53 mm, 
p = 7,4 g/cm 3 . 

Gesucht: V, m. 




11.161 Eine Kugel vom Durchmesser d\ erhält eine abgewinkelte zen¬ 
trale zylindrische Bohrung mit dem Durchmesser d 2 . 

Berechnen Sie das Volumen des Abfalls und den des Rest¬ 
körpers. 

Numerisch für: ^ = 108 mm, d 2 = 48 mm. 



11.162 Berechnen Sie die Masse des durch die Skizze gegebenen 
Werkstücks für die Werte: 

d 2 = 53 mm, d A = 24 mm, a = 42 mm, p = 7,4 g/cm 3 . 



11.163 Einer Halbkugel mit dem Radius r = 28,5 cm ist 
ein reguläres sechsseitiges Prisma mit lauter 
gleich langen Kanten einzuschreiben. 

Berechnen Sie die Seitenlänge a, die Ober¬ 
fläche A 0 und das Volumen V des Prismas. 


11.164 Gegeben: d = 14 cm, 5 = 1,5 cm, 

a = 32,4 cm, b = 38,6 cm, p = 7,8 kg/dm 3 . 
Gesucht: V, m. 



11.165 Die Masse des durch den axialen Schnitt in der Skizze gege¬ 
benen zylindrischen Gußstücks ist zu berechnen. 

Angabe: d x = 26,7 cm, d 2 = 17 ,3 cm, 
d 3 = 7,5 cm, h = 24,5 cm, h A = 15,4 cm, 
p = 7,8 g/cm 3 . 


06 2 


i 

i 

h 4 h 


| 1 
j 




06 

06 1 



































































12. Vektoralgebra 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ zwei Vektoren skalar multiplizieren; 

■ die in der Ebene definierten Rechenoperationen im dreidimensionalen Raum durchführen; 

■ das Vektorprodukt zweier Vektoren berechnen. 


12.1 Skalarprodukt zweier Vektoren 

Wir haben uns in Band 1 mit der Addition und der Subtraktion zweier Vektoren beschäftigt, 
ferner haben wir die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl kennengelernt. 

Wir definieren nun eine Multiplikation zweier Vektoren, deren Ergebnis ein Skalar, also eine 
Zahl sein soll. 



Beachten Sie: \ ~t> | cos<p ist der Betrag der Projektion von h auf a. 


Aus der Definition folgt: 


a • b — 0 <=> | ß | = 0 

< 

T 

o 

a ■ b =0 o a ± b 


a • a =a 2 

a ■ o =0 

a 0 • a 0 = 1 

a ■ a =aa- cos 0° = a 2 

a • o = a • o =0 

a 0 • a 0 = 1 • 1 • cos 0 = 1 


BEISPIELE 

1. Gegeben: a = ^j, ^ = ( ” 12 ) Gesucht: a ■ b 

Lösung: 

a ■ t -15 + 48 = 33 a • t =33 

Wir überprüfen: a ■ b = ab -cos (p a = 5; b = 13 

tan (p\ = 4/3 => ^ = 53,13° tan<p 2 = —12/5 => <p 2 = 112,62° 

(p = 112,62 - 53,13 = 59,49° ~a b= 5-13 • cos 59,49 ° = 33 
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2. Gegeben: ~a = ~b = ( ^ 2 j b y ist so zu wählen, daß a _L b gilt. 

Lösung: a ± b => a b = 0 


GMV)- 

Allgemein gilt: 


0 => —12 + 3 b v =0 => b v = 4 




("2) "" d (-»:)” 


sind Normalvektoren von ( *) mit gleichem Betrag. 


ft) - 


~a = ( | und b = P i miteinander ein? 

I - (>) \V 

“'M£)'(£)“'‘ M * l ' co ** ~ 


3. Welchen Winkel schließen die Vektoren 
Lösung: 


cos (p = 


Oft) 


]/ al 4- a y • ]/ bl + by 


COS (p -- 


um 


5-2 - 6-7 


-32 


- -0,56454 


<p = 124,37 0 


1/25 + 36-1/4 + 49 ][61 ■ ][53 1/3213 

4. Der Pythagoräische Lehrsatz ist zu beweisen. 

Lösung: c = a + b 

c 2 = ( a + b) 2 = a 2 + b 2 + 2 a b cos (p Somit gilt c 2 = a 2 + b 2 , w. z. b. w. 


AUFGABEN 

12.01 Gegeben sind die Vektoren a b =^ — ~c = ^ = 

Berechnen Sie: 

a) 2~a +3~B b)5~b-6~a c) ~a ■ ~b 

d) c x , wenn a _L c gilt e) d y , wenn d _L b gilt 

12.02 Drehen Sie den Vektor ( x \ um 90° im a) positiven Sinn, b) negativen Sinn. 

\yj 

Wie lauten die Koordinaten der neuen Vektoren? 


12.03 Gegeben sind die Vektoren 



HO- ; -(:?3 


Berechnen Sie: 

a) 3 # — 2 p + 4 r — 5 s b) 4~s —5p + $ q —6 r 

c) alle möglichen skalaren Produkte 

d) die Winkel zwischen p und q, p und r, p und s, r und s. 


und 
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12.04 Berechnen Sie die Innenwinkel der Dreiecke ABC. 

a) A( 10|-5), B (018), C(-5|3) b) >1(-10|5), 5(0|8), C(8|-3) 

12.05 Überprüfen Sie, ob ~a _L K 



12.B 1 Beweisen Sie: a •% = b a Die skalare Multiplikation ist kommutativ. 

12.B2 Beweisen Sie (a ~b)-~c ¥= ~a • (7> ~c) 

Bei skalarer Multiplikation gilt nicht das Assoziativgesetz. 

12.B 3 Beweisen Sie das Distributivgesetz ( a+b)‘c=a-c+b-c 

12.B4 Beweisen Sie: \a\ • |"S| • cos (p = a x b x + a y b y 
Anleitung: a x = \a\- cos a; b x = \b\-cosß 

12.B 5 Beweisen Sie vektoriell den Höhensatz. 

12.B 6 Beweisen Sie vektoriell den Satz von Thaies. 

12.2 Vektoren im Raum 


Wir haben uns bisher auf Vektoren, die in einer Ebene liegen, beschränkt. Es ist ein großer 
Vorteil der Vektorrechnung, daß alle bisherigen Definitionen, Sätze und Überlegungen auf 
den dreidimensionalen Raum sinngemäß übertragen . 

werden können. 


Wir legen den Betrachtungen ein räumliches kartesisches 
Koordinatensystem zugrunde. 

Die in die Richtung der x-, y-, z-Achse weisenden^Ein¬ 
heitsvektoren bezeichnen wir mit den Buchstaben i, j, k. 

Die Komponentendarstellung eines Vektors u lautet: 
v =v x i + v y j + 

Die entsprechende Spaltendarstellung lautet dann: v = 
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BEISPIELE 


1. Die Vektoren 



und y 


y 3 und y 3 sind zu bestimmen. 



sollen parallel sein. 


Lösung: 

Wenn x und y parallel sind, so muß gelten: y=Ax, also 

Es muß gelten: y 3 = 2 A a 3 = A a y 3 = 5A 

Daraus folgt: y 3 = 6 und y 3 = 15 

- / 6 

Es ist somit: y = I 3 

\15 



2 . 


Welchen Winkel schließen die Vektoren 
miteinander ein? 




Lösung: 

Es ist a • 6=1*3 — 5 • 3 + 6 • 2 = 0 
Somit gilt ^ _L b, es ist also: < a b =90° 


3. 


Welchen Winkel schließen die Vektoren ^=3~?+57 + 8^ und ~£ = — 2 i + 4j +5~fc 
miteinander ein? 


Lösung: 

Aus a • b = ab cos (p 


folgt 


a ■ b 

cos (p =- 7~ 

ab 


Es ist a • b = 


m 

a = 1/9 + 25 + 64 = y98“ 

„ . . 54 

Somit ist: cos tp = 


’ 1/98-1/45 


: -6 + 20 + 40 = 54 

b = 1/4 + 16 + 25 =y5T 
= 0,813 und (p = 35,6° 
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4. 


Gegeben ist der Vektor u = 



Die zu u normalen Vektoren sind darzustellen. 


Lösung: 


Es gibt unendlich viele Vektoren, die normal zu u sind. 
Alle diese Vektoren sind zu e, einer Normalebene zu v, 
parallel, sind also komplanar. 


( u x \ / n x \ 
v y ) ' ( n y ) = 0 

Vz) \nj 

Es ist leicht zu erkennen, daß z. B. die Vektoren 



normal zu 



v sind. 


Aus den bisherigen Ausführungen folgt, daß jeder Normalvektor n als Linear¬ 
kombination von zwei nichtkollinearen Normalvektoren n^, n 2 dargestellt werden 
kann. 


Z. B.: 

n =An t + ßn 2 



- / °\ / 

-«A 

also: 

n = Al - v 2 \+ ß\ 

0 


\ V J \ 

. »J 


n = crn 2 + Tn i 





AUFGABEN 

12.06 Schreiben Sie die folgenden Vektoren in Spaltendarstellung: 

a) u, = 2 / — 3 j + 5 k b) v 2 = — 3 i + 4~j + 2~H c) v 3 = 4 i — 5 j — llc 


12.07 Schreiben Sie die folgenden Vektoren in Komponentenform: 



12.08 Gegeben sind die Vektoren 



Berechnen Sie: 

a) a + b b) a — c c) | c \ 

d) 3~a —4~b +5"? e) a ~b f ) a c 


12.09 Geben Sie von den in 12.06 und 12.07 genannten Vektoren die zugehörigen Einheits¬ 
vektoren in Komponentenform bzw. in Spaltenform an. 

12.10 Gegeben ist der Vektor a =3 i —4 j +6 k. ^ 

Bestimmen Sie die fehlenden Koordinaten so, daß a, b, c und d kollinear sind. 

_ (b x \ _ / 6 \ _ / d x \ 

a) b = 1 b) c = \ Cy\ c) d = 4 

\bj \cj \ — 3/ 

12.11 Welche Winkel schließen die in 12.06 angeführten Vektoren miteinander jeweils ein? 
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12.12 Welche Winkel schließen die in 12.06 angeführten Vektoren mit den Basisvektoren i, 
j, k ein? 

12.13 Gegeben ist der Vektor u =3 i — 2j+Ak. Geben Sie Vektoren an, die normal 

zu v sind. 

12.14 Berechnen Sie^die Komponente des Vektors r = 3 i + 4j — 5 k in der Richtung des 
Vektors s = 2 i + 5 j — 3 k. 

12.15 Zerlegen Sie den Vektor a = — 5 1 4-4 ~J — 6k in eine zum Vektor b = / 4-7 j 
parallele und in eine zu b normale Komponente. 

12.16 Welche Arbeit verrichtet die Kraft F = |5 j längs des Weges P, ( — 21315) 

P 2 (41 — 210) ? W 


12.3 Vektorprodukt zweier Vektoren 

Wir führen nun durch Definition eine Verknüpfung a x b zweier Vektoren a und b ein, 
deren Ergebnis wir als Vektorprodukt bezeichnen. 
a x b wird „ a kreuz b “ gelesen 1 2 3 . 



Die schraffierten Flächen sind in Obersicht dargestellt! 

Zu Punkt 3 unserer Definition legen wir in Übereinstimmung mit den in der Technik übli¬ 
chen Bezeichnungen fest (Rechte-Hand-Regel): a, b, c bilden ein Rechtssystem, wenn die 
gespreizten ersten drei Finger der rechten Hand in der Reihenfolge Daumen, Zeigefinger, 
Mittelfinger in diese Lage gebracht werden können. 


1 Früher waren auch die Ausdrücke äußeres Produkt, Exprodukt, Kreuzprodukt und Momentenprodukt 
gebräuchlich. 

2 Allgemein, also auch für kollineare Vektoren a und b, gilt: c _L a a c J_ b bzw. 
a ■ c =0 a b ■ c = 0. 

3 <(a,' b) = (p; 0°<<p<180° 
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c 

Aus c = a x b = a x b^ = a x b 2 = - • • folgt, daß die Glei¬ 
chung a x x = c eine unendliche Lösungsmenge besitzt. 

Aus diesem Grund definiert man keine vektorielle Divi¬ 
sion, denn sie wäre nicht eindeutig. 

a 


Aus der Definition von a x 1) folgt für ~a =4 o und für b =£~o: 

1. a x a = o und a x(— a)= o 

2. a xT> = o -o a\\b 

3. \ax~&\ = ab, wenn a _L b 

4. a x b = —(b x~a) 

5. (Aa)x b = a x(Ab) = A,(a x b) 

Zu 1: Folgt aus | a x b \ = a ■ b • sin 0° 

Zu 2: Parallelbedingung: Zwei von o verschiedene Vektoren sind genau dann parallel 
bzw. antiparallel, wenn ihr Vektorprodukt der Nullvektor ist. 

Zu 3: Folgt aus: | a x b\ = absm 90° 

Zu 4: Alternativgesetz: Faktorenvertauschung bewirkt beim Vektorprodukt eine Änderung 
des Vorzeichens. 

Wir^wenden diese Beziehungen nun auf die normal aufeinanderstehenden Basisvektoren 
i, j, k an: 





_y 


_y 


1 


i= 


/ X 

i = 

o 

j 

X 

j = 

0 

X 

o 

_► 

_► 

1 

—► 


1 = 

_► 

1 


—y 

-y 

i x 

j = 

j 

X 

i 

X 

i = 

j 

_► 

—y 

-t 

1 


— ► 

—y 

—y 


i= 

—y 

j x 

1 = 

X 

j = 

— i 

i 

X 

~ j 


b b. 



Wir haben bereits ^esehen^daß^das Kommutativgesetz für die vektorielle Multiplikation nicht 
gilt. Es ist ja axb = —(bxa). 

Wir zeigen nun, daß auch das assoziative Gesetz nicht gilt. Dazu genügt ein Gegenbeispiel: 

(7 x7)x7 = ^ xy = -7 aber: 7 x (j xj )=1 x~o =~o 

Es gilt somit im allgemeinen: ax(%x~c) 4= ( axl>)xc 

Ohne Beweis geben wir an, daß die vektorielle Multiplikation gegenüber der Vektoraddition 
distributiv ist. Es gelten die Distributivgesetze: 

a x(b + c) = (a x b) + (a x c ) 

(b + c)x a = (b x a) + {c x a ) 
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Merkregel: 

Um die i -te Koordinate von a x b zu erhalten, läßt man die i-te Zeile von ~a und b weg 
und beginnt in der nächsten Zeile von a : 



BEISPIELE 


1 . 


Gegeben sind die Vektoren 
a x b ist zu berechnen. 



und 



Losung: / 3 \ / _ 5 \ / 0 \ 

Es gilt: ö x 6 = ( 4 ) x ( 12 = ( 0 

\0/ \ 0/ \36 4-20/ 



= 56 k 


2 . 


Es sind Vektoren anzugeben, die sowohl zu 
normal sind. 



als auch zu b = 



Lösung: 

Alle Vektoren n, für die n _L a a n ± b gilt, erfüllen die Bedingung n = A • a x b. 


Es gilt somit: 




' 25\ 

n =A- ( 

1 ) mit A g IR 

\ 

^ -10/ 


3. 


Der Flächeninhalt des durch die Vektoren a und b aufgespannten Dreiecks ist zu be¬ 
rechnen. 

Es ist a = 2 i — 3 j + 4 k und b = i +4 j —3 k. 


Lösung: 

| a x b | ist gleich dem Inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms. 

1 

Folglich gilt: A^ = —\a x b\ 

10) | a x b | = ]/49 + 100 + 121 = 1/270 

11 / 

, 4 a = 8,22 



Beweis, siehe Aufgabe 12.B10 
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4. Wie groß ist der Abstand gP 1? wenn P^( — 21 — 2) und g : 3x —4j> — 12 = 0 gegeben 
sind? 

Lösung: 

Wir bezeichnen y4P mit g. 

/4 


Es ist dann g = 

Für das schraffierte Parallelogramm gilt: 
| g x ip, | = | g | • d 
g X^l 


Es ist somit: 
Aus 


i?i 


: ,=( i 


10 


kl = 5 folgt: rf = y = 2 



)' 


10 k und 


gP\ — 2 


Die am Körper im Punkt P angreifende Kraft F ruft ein Drehmoment M bezüglich des 
Drehpunkts O hervor, das folgendermaßen 
definiert ist: 

M= r x F 

Es ist somit M ein Vektor, der sowohl auf F als 
auch auf r normal steht. 

F zeigt daher in Richtung der Drehachse. 

Für den Betrag von M gilt: 

\M\ = \~r\ *|P| -sin < (7, P) = Frsin < (r ,~F) 

Es gilt somit: M= F • r 0 



Zwei gleich große antiparallele Kräfte heißen ein 

Kräftepaar. 

Ein an einem Körper angreifendes Kräftepaar 
übt auf diesen ein Drehmoment aus, es ruft eine 
Drehung des Körpers hervor. 

Wir nehmen eine auf die durch F^ und F 2 aufge¬ 
spannte Ebene normale Drehachse im willkürlich 
gewählten Punkt O an. 

Es gilt dann: 

\M\ = 7 1 x~F + 7 2 x(-F) = ?,xF-7 2 xF ^ 

= (K-K) X p =\~F\ • \r 1 -7 2 \-8in<(r i -~r 29 F) 

Es ist |7^ — 7^| * sin <(r x —7 2 ,^) = l = F^F 2 und somit M = F ■ l 

Das von einem Kräftepaar hervorgerufene Drehmoment hängt nur von der Größe der 
Kraft und dem Arm des Drehmoments ab. Die Lage des Drehpunkts O spielt keine 
Rolle! 
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AUFGABEN 


12.17 Gegeben sind die Vektoren a = 
Gesucht sind: 

a) a x b b) c x a 




c ) c x b d) (~b x ~a) x ~c 


_ / 2 \ _ /-n _ /4\ 

12.18 Gegeben sind die Vektoren x= ( .y = I 5 I’ z = ( 0 1 

Gesucht sind jene Vektoren, die normal sind zu: 
a) x A y b) x A z c) y a z 


12.19 Wie groß ist der Flächeninhalt des von den Vektoren 
aufgespannten Parallelogramms? 



und 



12.20 Wie groß ist der Abstand gPl 

a) g: 5x — 12^ — 26 = 0; P(0|0) b) g: 2x-5y + \0 = 0 ; P(4|7) 


12.B7 Beweisen Sie: I äl x I = Lf x J 

^ 01 iTTiTf 

Anleitung: < (a^b^^ < (a,~b) 

12.B8 Beweisen Sie: (a x~b) 2 = a 2 b 2 — {a ~5) 2 

Anleitung: axb=..., a sin 2 (p + cos 2 (p = 1 

12.B9 Beweisen Sie die binomischen Grundformeln: 

(a + ~b)x{a + ~b)=~o (a +~b)x(a — ~b) = —2 (a x~b) 

12.B 10 Beweisen Sie, daß aus unserer Definition für a x~b die Beziehung 
/ ci y b z — a 2 b y \ 

a x b = I a z b x — a x b. ] folgt. 

\a x b y - a y b x ] 
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Geschichte der Vektorrechnung 

Die Vektorrechnung wurde um 1840 unabhängig von Hamilton und Graßmann geschaffen. 


William Rowan Hamilton (1805 — 1865), 
irischer Mathematiker und Physiker. 

Hamilton war ein einmaliges Genie. Mit drei Jahren konnte er schon lesen 
und einfache arithmetische Aufgaben lösen. Mit fünf Jahren übersetzte er la¬ 
teinische, griechische und hebräische Texte. Mit 13 Jahren sprach er 13 
Sprachen. 

1824 schuf er eine Theorie der optischen Instrumente. 1835 übertrug er 
dieses Konzept auf die Mechanik. 

1827 wurde der 22jährige Student zum Professor für Astronomie an der Uni¬ 
versität Dublin und zum Direktor der Sternwarte von Dusing berufen. 

1845 führte er die Begriffe Vektor, Skalar, skalares Produkt ein. Er baute den 
Vektorbegriff weiter in seinen zwei berühmten Büchern „Vorlesungen über 
Quaternionen, 1853“ aus. 



Der Physiker Clark Maxwell (1831 —1878) trug wesentlich zur Verbreitung der Hamiltonschen 
Vektorrechnung bei. 


Hermann Günther Graßmann (1809—1877), 

Gymnasiallehrer in Stettin. 

1844 erschien sein Buch „Die Wissenschaft der extensiven Größen oder die 
Ausdehnungslehre, eine neue mathematische Disziplin“. Dieses Werk kann 
als Grundlage der Tensorrechnung und damit der Vektorrechnung ange¬ 
sehen werden. Weil es sehr schwer verständlich war, wurde es von Graß¬ 
mann in eine leichter faßliche Form gebracht (1862) und fand nun große 
Verbreitung. 

Zur Verbreitung der Vektorrechnungen trugen wesentlich bei: 

Josiah Willard Gibbs (1839—1903), amerikanischer Physiker. 

Professor am Yale College in New Haven. Er ist einer der Begründer der modernen Thermodynamik 
und der statistischen Mechanik. 1881 veröffentlichte er sein Buch „Elements of Vector Analysis“. 

Oliver Heaviside (1850—1925), britischer Physiker. 

Er untersuchte die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen über große Entfernungen. 

August Föppl (1854—1924), Professor für Physik an der TH München. 

Er schrieb 1894 das erste deutsche Buch über Vektorrechnung. 

Die Vektorrechnung ist inzwischen unentbehrliches Hilfsmittel an allen technischen, natur¬ 
wissenschaftlichen und wirtschaftlichen Universitäten und wird daher an allen BHS und 
allen AHS gelehrt. 




13. Analytische Geometrie 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Analytische Geometrie erklären; 

■ den Flächeninhalt eines Vielecks aus den Koordinaten der Eckpunkte berechnen; 

■ den Begriff Polarkoordinaten eines Punkts erklären; 

■ Gleichungen einer Geraden in der Ebene anwenden; 

■ den Abstand einer Geraden von einem Punkt berechnen; 

■ Gleichungen einer Ebene angeben; 

■ die Gleichung der Kegelschnitte Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel (jeweils in Hauptlage) an¬ 
geben ; 

■ die Koordinaten der Schnittpunkte eines Kegelschnitts in Hauptlage mit einer Geraden be¬ 
rechnen; 

■ die Gleichungen der Asymptoten einer Hyperbel bestimmen. 


Die Analytische Geometrie gibt Verfahren an, mit deren Hilfe man geometrische Auf¬ 
gaben rechnerisch lösen kann. Die geometrischen Gebilde werden durch Zahlen, die an 
den geometrischen Gebilden bestehenden Beziehungen durch Gleichungen gekenn¬ 
zeichnet. Zur Bestimmung der Lage, zur Beschreibung geometrischer Objekte und deren 
analytischer Untersuchung werden Koordinatensysteme verwendet. 


13.1 Flächeninhalt eines Vielecks 

Für den Flächeninhalt des Dreiecks 
OP,P 2 [O(0\ 0), P l (*! I y t ), P 2 (x 2 1 y 2 )\ 
gilt: 

-► (xA /x 2 \ 

2A A =OP 1 xOP 2 =\y^\ x I jp 2 1 = x 1 y 2 -x 2 y^ 

Diese Formel ist die Grundlage für die in der 
Praxis (Geodäsie, Statik, . ..) oft vorkommende 
Berechnung der Flächeninhalte von Vielecken 
aus den Koordinaten der Eckpunkte. 

Es wird dazu die 



Flächenformel von Gauß 1 A = ~ 2 (x k y k +1 — x k + 1 y k ) 

* k = 1 


verwendet, in der P„ +1 = F, ist, also für x n+ ^ = x^ und für y n+ ^=y^ gesetzt wird. Zur Herleitung 
der obigen Formel legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in das Innere des Viel¬ 
ecks und zerlegen dieses in Dreiecke, auf die wir A a = -y (x t y 2 — x 2 y< [ ) sinngemäß an¬ 
wenden. 


Carl Friedrich Gauß (1777—1855), einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten; auch rich¬ 
tungsweisend in Physik, Astronomie und Geodäsie. 
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2 ^ ao ^ = x l y 2 -x 2 yi 

2A&0P2P1 = x iyi ~ *3+2 


2A a op 5 p 6 — x sy6 — x 6y5 
2A AO p 6 p, = x 6 yi — x 4 y 6 


2 A = 



x k+\yk) {Pi — P\) 


Für das praktische Handrechnen verwendet man 
vorteilhaft folgendes Schema: 


Xi 

+1 

x\ +1 
xi^y 2 

, , x 3 \v 3 

und rechnet 

X 2 

yi 

*3 

+3 

x n 

y n 

x,\y„ 

X\ 

+1 

Nh 


*1 y\ 
x 2 /y 2 

Xi' y 3 




2 A 


= 2 x k y k +1 

k = 1 


- 2 y k x k +i 

k = 1 


BEISPIEL 

Ein Siebeneck sei durch P x { — 3 | 1), P 2 ( — 4 | — 2), 
/MO I -9), p 4 (0 | -5), P s ( 3 | -5), P 6 ( 3 | -3), 

5 7 (1 I 1) gegeben. 

Der Flächeninhalt ist zu berechnen. 

Lösung: 

Zur Berechnung des Flächeninhaltes schreiben wir: 
P 1 -3 1 


Pi 

- 4 

-2 


Pi 

0 

-9 

und berechnen 2 x k y k + 1 , indem 

Pa 

0 

- 5 

wir jedes x -Glied x k mit dem 

Ps 

3 

- 5 

schräg darunterstehenden y k+x mul¬ 

Pe 

3 

- 3 

tiplizieren ... 

Pi 

1 

1 


P* = P, 

-3 

1 




2+=(6 + 36 + 0 + 0 —9 + 3 + 1) —( —4 + 0 + 0 —15 —15 —3 —3) 
= 37 + 40 = 77 


+ =38,5 


AUFGABEN 

13.01 Berechnen Sie den Inhalt der folgenden Dreiecke: 

a) A(2\ 6), 5(10|-3), C(l|2) b) P, ( - 5 | 3), P 2 (10|-3), 5 3 (1|2) 

c) R (5 | 6), S (0 1 12), T(-7|8) d) X(5\6), F(0|-12), Z( — 7 | 8) 

13.02 Berechnen Sie die Flächeninhalte der folgenden Vierecke: 

a) + ( — 411), 5(5 16), C(10 | —2), £>(6|-3) 

b) 5-1 ( — 5 | 5), P 2 (010), P 3 (612), P 4 ( 0|8) 
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13.03 Berechnen Sie die Flächeninhalte der folgenden Parallelogramme: 

a) A (010), B{ 10|-3), C (x 3 \y 3 ), D( 61 3) 

b) F(7|3), S(5|l), 7(1010), U{x A \y A ) 


13.04 Wann liegen 3 Punkte P 1 (jc t | y x ), P 2 ( x 2 \ y 2 ), P 3 (x 3 \ y 3 ) auf einer Geraden? 


13.05 Berechnen Sie den Flächeninhalt der Vielecke: 

a) P\ (3 17), P 2 (713), P 3 (7 11), P 4 (5|3), P 5 (0|3), P 6 (0|0), /> 7 ( - 510), P 8 (0|7) 

b) Fi ( — 5 | —2), P 2 (-5|-5), P 3 ( 2 |-2), P 4 (4|-2), F 5 (4|2), F 6 (2|5), 
F 7 (-1|5 ),Fs(-5|2), P 9 (012) 


13.06 Berechnen Sie den Flächeninhalt mit Hilfe der Gauß-Formel. 


a) 


b) 



O ^ (N (N t)- Tt 
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13.2 Polarkoordinaten eines Punkts 

Wir haben bereits im Band 1 ein rechtwinkliges Koordinatensystem 1 , mit gleichen Maß¬ 
stäben auf beiden Achsen, das kartesische Koordinatensystem, eingeführt. 

Wir können die Lage eines Punktes auch durch 
Polarkoordinaten festlegen 2 . Vom „Pol O“ aus 
zieht man den Strahl Ox — genannt Polarachse 
— und legt durch E die Einheitsstrecke OE fest. 0 1 x 

Der Punkt P ist dann durch seine mit OE = 1 gemessene Entfernung OP = r und den orien¬ 
tierten Winkel (p = <$EOP bestimmt. 

OP wird immer positiv gerechnet. 

r heißt Polabstand und (p heißt Richtungswinkel, Polwinkel oder Argument. 



Jedem Punkt P, mit Ausnahme des Ursprungs O, wird eindeutig das Koordinatenpaar 
{(p; r) mit r e U + und —90° < (p< 270° zugeordnet und umgekehrt. 

Wir schreiben symbolisch {x;y) «-► ((p; r) 


Bei Zahlenangaben schreiben wir, um Verwechslungen zu vermeiden, bei kartesischen 
Koordinaten P\ (213) und bei Polarkoordinaten P 2 (57,296° ; 5) oder P 2 (1 rad; 5). 

y 
y 


1 


0 


Bei der Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten müssen wir berücksich¬ 
tigen, daß die arctan-Funktion nur Werte zwischen —90° und +90° liefert. 


Wenn der Pol mit dem Ursprung und die Polarachse mit der 
Abszissenachse des kartesischen Koordinatensystems zusam¬ 
menfallen, so läßt sich der Zusammenhang zwischen den beiden 
Systemen leicht angeben. 



(cp;r) (x;y) 

P^R 

x — r • cos (p 
y = r - sin (p = x • tan (p 



R-»P 



1 coordinare (lat.) = zusammenstellen 

2 Im Abschnitt 5.3 haben wir die Beschreibung einer komplexen Zahl durch Polarkoordinaten kennen¬ 
gelernt. 
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BEISPIELE 

1. Die kartesischen Koordinaten der Punkte P 1 (72,4°; 5,23) und P 2 (0,64 rad; 7,30) sind 
zu berechnen. 

Lösung: 

x = rcos<p P 1 : x 1 = 5,23 cos 72,4° = 1,581 

y = r sin (p y, = 5,23 sin 72,4° = 4,985 P, (1,58114,985) 

P 2 : x 2 = 7,30 cos 0,64 = 7,30 • 0,802 = 5,855 

y 2 = 7,30 sin 0,64 = 7,30• 0,597 = 4,360 P 2 (5,855 j 4,360) 

2. Die Polarkoordinaten der Punkte P, ( - 6 1 - 2), P 2 (01 - 5), P 3 (3 15), P 4 (51 - 7), P 5 (019) 
und P 6 ( —713) sind zu berechnen. 


Lösung: r = ]/x 2 + y 2 

P 3 : x-[ < 0, 3. Quadrant, r = ]/4Ö^ 

(p = 180° + arctan (1/3) = 198,43° 

P 3 (198,43°; 6,325) 

P 2 : x 2 = 0, _y 2 < 0 

P 2 (-90°;5) 

P 3 : x 3 > 0, 1. Quadrant, r = j/34^ 

(p = arctan (5/3) = 59,04 0 

P 3 (59,04°; 5,831) 

P 4 : x 4 > 0, 4. Quadrant, r = ^1Ä 
(p = arctan ( — 5/7) = — 54,46 0 

P 4 (-54,46°; 8,602) 

P 5 : * = 0, y > 0 

P 5 (90°; 9) 

P 6 : jc < 0, y > 0, 2. Quadrant, r = ]/58~ 

(p = 180 + arctan ( -3/7) = 156,80° 

P 6 (156,80°; 7,616) 
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arctan jc liefert Werte zwischen —90° und +90°. Aus diesem Grund haben wir 
— 90°<<p<270° gewählt. 

Selbstverständlich kann man auch 0° <cp< 360° wählen. Dann muß man allerdings für 
x > 0 a y < 0 noch cp = 360° + arctan ( y/x ) berechnen. 



In den meisten Taschenrechnern sind die Funktionen P-»R und INV P^R eingebaut. 
Z. B.: P-*R r I x, y I (p 


INV P-» R x\ x, y y 


P -► R 


x: y 


INV 


P-v R 


x : y 


Wir haben diese Funktionen bereits bei der Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks, bei 
den komplexen Zahlen und bei der Vektoraddition (resultierende Kraft, resultierende 
Schwingung) eingesetzt und konnten damit viel Zeit und Mühe sparen. 


AUFGABEN 

13.07 Wie lauten die kartesischen Koordinaten der Punkte: 

A (39,2° ; 5); 5(143,5° ; 12,6); C(216° ; 8,2); D (279,6° ; 2,45); 5(1,70 rad; 8,45) 

13.08 Wie lauten die Polarkoordinaten der Punkte: 

(3 |-7); P 2 (219); P 3 (-5|6); P 4 (-9|l); P 5 (-6|-7); P 6 (-31-0,75); P 7 (8|-2,4); 

P 8 (12,21-2,8) 

13.09 Rechnen Sie die Aufgaben 13.07 und 13.08 mit Hilfe der P-^R-Funktion Ihres 
Taschenrechners. 

13.10 Zeichnen Sie für die Umrechnung P-»R ein Struktogramm. 


13.3 Gleichung einer Geraden in der Ebene 


Wiederholung: 


Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k 
durch den Ursprung lautet y = kx. 

Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k 
und dem Ordinatenabschnitt d lautet y = kx + d. 


Ein Punkt P{x\y) liegt genau dann auf der Ge¬ 
raden mit der Gleichung y = kx + d, wenn seine 
Koordinaten x, y die Geradengleichung y = kx + d 
erfüllen. 


P . variabler („laufender“) Punkt auf g 

x, y . Koordinaten des laufenden Punkts P 
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Punkt-Richtungsform der Geradengleichung 

Die Gerade ist durch einen „festen Punkt“ (hier P 1 mit 
den „festen Koordinaten“ x u y^) und die Steigung k ge¬ 
geben. 


Es gilt: k = 


y- y\ 

X — Xi 



y-yi = k(x-xj 


Punkt-Richtungsform 



y 2 — y-i 

Die Gleichungen y = kx; y = kx + d ; y — y x = k (x — x t ) und y — y-\ = -(x — Xj) 

X 2 — X\ 

gelten nur für Geraden, bei denen k einen endlichen Wert hat, also für Geraden, die nicht 
parallel zur j/-Achse sind. 


s 


s 


Alle zur y- Achse parallelen Geraden werden durch die 
Gleichung 

x = c (c e IR) 

dargestellt. 

Besonders leicht lassen sich Geraden zeichnen, wenn 
sie in der 


9 

x = c 

0 


X 

Achsenabschnittsform 

\ y| 







— + 4=1 c =t= 0 A d±0 




c d 

D(Old)^ 



gegeben sind. 



\C(clO) 

Alle Geraden der x, y- Ebene lassen sich durch die 

0 



Allgemeine Form: Ax + By -1- C = 0 (A, B, C e R) 


darstellen. 


BEISPIELE 
1. x-y = 0 


2. x = 0 (y-Achse) 


3. y = 0 (x-Achse) 
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Parameterform 


Nun wollen wir eine Gerade mit Hilfe der Vektorrech¬ 
nung beschreiben. 


y 



Jeder auf der Geraden g liegende Vektor heißt 
Richtungsvektor von g. 

9^ 




Die Gerade g ist durch P, (112) und den auf ihr lie- 


0 

X 


genden Richtungsvektor r = (^ J bestimmt. 


Wenn wir r an den Punkt P, anhängen, dann erhalten 
wir P 2 (3 13). 


= *i+ r 



Wenn wir 2 r an den Punkt Pj anhängen, dann er¬ 
halten wir P 3 (514). 


*3 = *i + 2 r 




Allgemein gilt für jeden Punkt von g: O P= O P-,4- A- r 
bzw. x=x 1 + A- r A £ R 

x . .. Variablenvektor * 1 
r . .. Richtungsvektor von g 
A ... Parameter 

Der Parameter A durchläuft alle reellen Zahlen 2 . Jedem 
A entspricht genau ein Punkt der Geraden und umge¬ 
kehrt. 



Parameterform der Gleichung einer Geraden 

■ in Vektorform: x =x 1 +Ar 

CMsHfc) 

■ in Koordinatenform: x = x 3 + Xr x 

y=y\+kr y 


Für Geraden durch den Ursprung ist x A = o, folglich gilt: x = A r. 

Wenn die Gerade durch die Punkte P, (*! \y-i) und P 2 (x 2 \y 2 ) gegeben ist, dann ist r —x 2 — x v 
Die Zweipunktform lautet daher: x = Xj + A(x 2 — x,) 


1 Vektor des laufenden Punkts P von g 

2 Ein Parameter (Betonung auf der zweiten Silbe) ist eine Hilfsvariable für die Beschreibung einer 
Variablen. 
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Beachten Sie: 

Es gibt unendlich viele Parameterdarstellungen der Gleichung einer Geraden g. 

■ Wir dürfen den Punkt (x^ \ y A ) durch jeden Punkt der Geraden g ersetzen. 

■ Wir dürfen den Richtvektor r durch jeden anderen Richtvektor von g, also r durch 
e r (cg IR), ersetzen. 


Der Richtvektor r darf durch c • r ersetzt werden. 

Der Ortsvektor x t darf jedoch nicht durch c • jc 1 ersetzt werden. 


Es ist oft vorteilhaft 


durch 


© 


oder 


durch 


br x \ 

ar y ) 


zu ersetzen. 


Es kommt nur auf das Verhältnis der beiden Koeffizienten, also die Steigung der Geraden an. 
r y r y 

b ar y 
r x b r x 


k: i--iL 


BEISPIELE 

1. Eine Gerade mit dem Richtvektor r = ^ ^ so ll durch den Punkt P, (114) gehen. 
Es ist eine Parameterdarstellung der Geradengleichung anzugeben. 

Lösung: Es gilt: x =x^ + X r 

Der Ortsvektor des Punkts P t ist ^ j 

Somit gilt: x = ^ • X mit X e IR 


Aufgespalten in die Koordinatenform ergibt dies: x = l + 2A - 0 

y = 4 — X 

Wir wählen einige Werte von X und erhalten die zugehörigen Punktkoordinaten: 


X 

0 

1 

2 

10 

100 

1 

2 

-1 

-2 

-10 

-12,56 

X 

1 

3 

5 

21 

201 

0 

-1 

-3 

-19 

-24,12 

y 

4 

3 

2 

-6 

-96 

Os 1 r 

5 

6 

14 

16,56 


2. Es sind die Koordinaten des Schnittpunkts der Geraden 

gi: * = und g 2 : ~x = + juf _ zu berechnen. 

Lösung: Es gilt {S} =g A n g 2 und somit ( 'fj + 
also — 2 + Ä = 2 + fi 

1 + X = 1 — ß Wir erhalten: X = 2 und /z = —2 

Es ist somit: +2 (]) = ( 3 ) 5(0 | 3) 
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3. 


Die Gleichung einer Geraden ist 4 x + 5 y — 20 = 0. 
Es ist eine Parameterdarstellung anzugeben. 

Lösung: 

Wir setzen x = X und erhalten: 

y - 4-|a 

x = X ist eine Parameterdarstellung 

y_^ 4^ der gegebenen Geraden. 



D (014) ist der „feste“ Punkt. 


Den Richtvektor r x = 



ersetzen wir durch den Richtvektor 



und 


erhalten: * = 4 _\\ 

Eine vektorielle Darstellung dieser Gleichungen lautet also: x = ^ + x{^ _ 

Andere Parameterdarstellungen: — = (2 4 ) + a( g) 


4. Geben Sie eine parameterfreie Form von jc = ^ g j + A • an. 

Lösung: 

^ — gj + X • entspricht dem Gleichungspaar * ~ ^ 2X^ 

x -f- 5 

Wir eliminieren X aus der 1. Gleichung: X = —-— und setzen diesen Wert in die 

_ . 1 . 0 .Jt + 5 3 31 

2. Gleichung ein: y = 8 + 3—-— => y = —x + -y 

Schneller führt der folgende Weg zum Ziel: 

= (3) =• k= \ ( _ I) * - 5; * = 8 

folglich: ^-8 = y(x + 5) => y = yx 4- -y- 


5. Gegeben ist die Gerade g: x = 


gm-3- 


Gesucht ist die zu g normale Gerade n, die durch den Punkt P, (— 210) geht. 
Lösung: r g _L r n 

In Kapitel 12.1 haben wir den Satz: | J j _L kennengelernt. 

Folglich ist ^j _L ( ~ 5 )* Es gilt also r n = 

Die Gleichung von n (n ± g a e n) lautet: x = ^ — q) + ^(1) 
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AUFGABEN 

13.11 Wie lautet eine Parameterform der Gleichung der durch P, und r gegebenen Geraden 

a) P,(5|3); 7 =( - *) b) P, (2|0); 7 = (_^) c) P, (- 101 5); 7 = 

13.12 Es ist jeweils eine Parameterform der Gleichung der Geraden aufzustellen: 

a) Ril | 2), 5(4 | 1) b) i4(5 | 0), B{ 1 | 4) c) M( - 2 | 5), N (8 | 3) 

13.13 Wie lauten die Gleichungen der Trägergeraden, der Schwerlinien und der Höhenlinien 
der Dreiecke 

a) A (2 | 6), P 2 (10 | -3), P 3 (1 | 2) b) A (1 | 5), B( 4 | 3), C( 4 | 1) 

in Parameterform? 

Ferner sind die Koordinaten des Flächenschwerpunkts auszurechnen. 

13.14 Es ist festzustellen, ob die drei Punkte A (412), B( 11 — 2), C(10| 10) auf einer Geraden 
liegen. 

13.15 Geben Sie die in 13.11 und 13.12 ermittelten Gleichungen in 

a) allgemeiner Form, b) Achsenabschnittsform an. 


Normalvektorform (Normalform) 

n ist irgendein Normalvektor von g. 
x—x^ liegt auf g. 

' \ V 

xA 

n / 

Es gilt: n • (x — ^^==0 


\ x-x* 

l XP(xly) 

Diese Gleichung ist äquivalent mit 

0 

\ x 

n • x 

und mit Ax + By+ C=0 mit 

= n -Xi = c 

n = (£) und A * 0 

v B 0 


Beweis: n ■ x = n •x 1 = c 
constant 

~n ~x = (^) • (^) = c => Ax+By=c => Ax + By + C = 0 

In der Ebene ist eine Gerade durch einen Punkt und einen Normalvektor festgelegt, im 
Raum nicht! 

BEISPIELE 

1. Eine Gerade ist durch den Punkt P, (41 — 3) und den Normalvektor n = gegeben. 
Die Normalform NF von g ist zu ermitteln. 

Lösung: 

« -(7-x,) = 0 =- (|) 3 ) = 0 

5x — 20 + 2y + 6 = 0 


NF: 5x + 2y=U 
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2 . 


3. 


Durch A (11 — 2), B (5 16) geht die Gerade g. 
Wie lautet ihre Normalform? 

Lösung: 

n ■ x = n • *i = c 


liegt auf g: X-(g) - ( _ \) = (g) 

Normalvektoren zu r = Q) sind n, = und n 2 =(^~^j\ 

Ci = n •*! = ( _ ' (g) = 10 - 6 = 4 

«■* = <> - (-?) G )= 4 - 2x -* = 4 NF: 2X ~^ 4 

Welche Lagen haben die Geraden g^\ x — y = 2, g 2 ; * + 3.y = 0, g^: x+y = 4 und 
g 4 : 2x + 2y = 4 bezüglich der Geraden g: x + y — 2? 

Lösung: « = ^ 

" 1 = (_- 1 ) 

« 1 _L n 

gi -L g 


n 2 n n ={S} 
g 2 schneidet g 


n 3 = n 
g 3 II g 


,l4 ~\2) 
«4 = 2 n 

g 4 II g 


Wir müssen noch klären, ob g 3 und g 4 mit g zusammenfallen oder lediglich parallel 
sind. 


Im Punkt mit x = 0 gilt: g : y = 2 
Somit: 


g 3 : y = 4 

g3 II g 


g4- y = 2 

g4 = g 


AUFGABEN 

13.16 Welche Vektoren stehen normal aufeinander? 



13.17 Eine Gerade ist durch P, und r gegeben. 

Wie lautet ihre Normalform? 

a) P, (3 | -10), 7 = ( _ 4 ) b) />, ( - 6 |2), 7 - ( _ c) P, (5 | -4), 7 = 

13.18 Eine Gerade ist durch P x und P 2 gegeben. 

Wie lautet ihre Normalform? 

a) />,( 3 |9), P 2 (-6|3) b) ^(010), P 2 (-3|17) c) P,(6|-9), jP 2 (91 — 6) 

13.19 Welche Lage haben die Geraden zueinander? 


, 5 5 3 . 

a) y = jx, y = jx + 2, y = jx-5 

b) 3x-2y = 4, 3x-2y = 5, 6x-4y = 8, 3x + 2y = 4 
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13.20 Ein Dreieck ist durch A (1| — 2), B (510), C(3 18) gegeben. 

Stellen Sie die Gleichungen der Seiten, der Schwerlinien und der Höhenlinie in der 
Normalform auf. Berechnen Sie die Koordinaten des Flächenschwerpunkts und des 
Höhenschnittpunkts. 

13.21 Gleiche Aufgabe wie 13.20 mit A (-113), B (51 -1), C (- 3 17). 

13.22 Schreiben Sie die im letzten Beispiel angeführten Geraden in der Achsenabschnitts¬ 
form an. 


Hesse-Normalform (HNF) 


Wir verlangen nun vom Normalvektor n zwei zusätzliche Eigenschaften: 

1. n soll die Länge 1 haben, also Einheitsvektor sein. 

2. n soll vom Ursprung 0 aufgetragen zur Geraden weisen. 


n • x = n = c geht somit in 


«o- 



über. 


n 0 -x = c 0 mit |n 0 | = l und c 0 >0 Hesse-Normalform von g 


Wenn die Gerade g in der Form Ax + By + C = 0 vorliegt, dann gilt: 
~n = (^j und | n \ =]/^ 2 + B 2 . 

Es ist dann ^ = 0 die HNF von f 

±U 2 + B 2 

C 

Das Vorzeichen ist so zu wählen, daß - - r - < 0 ist. 

±]/A 2 +B 2 


c 0 der HNF gibt den Stützabstand (das ist der 
Abstand der Geraden vom Ursprung) an. 


Beweis: 

Für jeden Punkt der Geraden gilt: 

/V x = c 0 , 
auch für den Punkt F : 

c 0 = «o * OF= \ n 0 \ • \ OF\ • cos 0° = \OF\ 
1 



BEISPIEL 


Welchen Abstand hat die Gerade 4 jc —3^ = 10 vom Ursprung? 
Lösung: 

« =(_ 3 ); I« 1=1/16 + 9 =5 


HNF: 4x — 3y = 10 -y 


4 3 T 

y*-y, = 2 


Cp = 2 
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Mit Hilfe der HNF kann man den Abstand einer 
Geraden von einem Punkt berechnen. 

HNF(g): n 0 -(l-x 2 ) = 0 

Für den Abstandsvektor d gilt: 
d = x 1 — x 2 und damit 
n 0 -~d =n 0 -(x 1 -x 2 ) 

n 0 - d = \n 0 \- d = d ist der mit Vorzeichen versehene 
Abstand gP 

HNF (X'ilyi) = n 0 - (x A — x 2 ) ist gleich der HNF (g), wenn man in ihr den Variablenvektor 
jc durch den Ortsvektor von P u also durch x-, ersetzt. 

Es ist d > 0, wenn d\\n Q ist, also P, und O auf verschiedenen Seiten von g liegen. 

Es ist d< 0, wenn d\\n Q ist, also P, und O auf derselben Seite von g liegen. 



Kurz: 


d = gPi=n 0 ‘(x\-x 2 ) 
in Koordinatenschreibweise: 


</ = HNF (*,!*) 

1 Ax l + By A + C 
±f4 2 + B 2 


\d\ = | HNF (x,\y,)\ 


BEISPIELE 

1. Gegeben ist g: 3x — 4y — 12 = 0 und P,( —2| —2). 
Gesucht ist gP 1 . 

Die HNF von g lautet: ——^—— = 0 


o •,* — 3 • (— 2) — 4 • (— 2) —12 10 

Somit gilt: gP, =—-- L —---= ——= -2 


2. Es ist der Abstand g^ g 2 der parallelen 


y 


Geraden g2x + 3y = 5 und 



gi- 4x + 6y = 6 

\92N 



zu berechnen. 



n it 

Lösung: 



^VPi 

HNF(gi) 


i 


hnfw 


0 

i \x 




°’ 5547 
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AUFGABEN 

13.23 Stellen Sie die Hesse-Normalform auf und geben sie n 0 und c 0 an: 

a) 3x — 4y = 10 b) x + 2y=— 3 c) 6x — 4y=—20 d) x+y = 5 

e) ~x = (^) + ^(|) 0 3x-y=5 g) |-^=1 h)^=-|x + l 

13.24 Berechnen Sie den Abstand der Geraden g vom Punkt Q und stellen Sie seine Lage 
bezüglich des Ursprungs fest. Was folgt aus dem Ergebnis? 

a) g: 3x — 4^ = 7, Q( 116) b) g: x + 4y=-3, Q( 21 — 3) 

c) g: —4x+y = 5, ß(— 214) d) g: 5x + 12y = 24, ß(112) 

e) g: 3x — 2y = 13, ß(511) 

13.25 Berechnen Sie die Abstände der parallelen Geraden: 

a) 3x —4^ = 2 und 3 x — 4y = 7 b) — 2x + _y = 3 und 2x — y = l 

c) —3x+y = 4 und 3x — y= —5 d) x + j> = 1 und 2x + 2y = 3 

e) 12x — 5y=— 4 und — 12x + 5y=— 7 

f) x + 2j> = 1 und 2x + 4y = 5 

g) 4x — 2y = 3 und — 6x + 3y = 2 h) x — 4y = 2 und —2x + 8y = 3 

13.26 Legen Sie zur gegebenen Geraden im Abstand d die beiden parallelen Geraden: 
a) 4x — 3j> = 2, <* = 10 

c) 12x + 5 y = 23, d = 26 


b) 3x + y = 4, d= 


d) x + 4>; = 5, d = 


fw 

7 

1/T7 


13.27 Ein Dreieck ist durch A (010), B (81 - 2), C(2110) gegeben. 

Berechnen Sie: 

a) die Länge der Seiten a, b, c 

b) den Flächeninhalt 

c) die Länge der Höhen h a , h b , h c 

d) die Länge der Schwerlinien s a , s b , s c 

e) die Koordinaten des Umkreismittelpunkts M und den Umkreisradius r 

f) die Koordinaten des Inkreismittelpunkts O und den Inkreisradius p 

g) die Koordinaten des Fläschenschwerpunkts S 

h) die Koordinaten des Höhenschnittpunkts H 

13.28 Wie lautet bei Aufgabe 13.27 die Gleichung der Euler-Geraden, also jener Geraden, 
auf der die Punkte S, H und M liegen? 

13.29 Gegeben sind eine Gerade g : x = a +A r und ein Punkt P(P X \ P v ) € g. 

Berechnen Sie 

(1) allgemein den Abstand g P und die Koordinaten des Fußpunkts F des Lotes von P 
auf die Gerade g. 

(2) wie (1) für P(-7|8) undg: * = ( 4 ) + ^). 
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13.4 Gerade im Raum 

Der große Vorteil der Vektorrechnung besteht darin, daß der Übergang vom zweidimensio¬ 
nalen Raum zum dreidimensionalen Raum problemlos erfolgt. 


Mittelpunkt einer Strecke: m = — (x- l + x 2 ) mit x 1 — \y 3 


m x = - 


+ x 2 


y i + y 2 


Flächenschwerpunkt eines Dreiecks: s — — (jc t + x 2 + x 3 ) 


S X = Y ( X 1 + *2 + * 3 ) 


■Sy = y Cri + y 2 + y 3 ) 


x 2 

und x 2 = I y 2 
\zi 


Länge einer Strecke: / = ]/(x 2 — x x ) 2 + (y 2 - y^) 1 4- (z 2 — Z\) 2 

Parameterform der Gleichung einer Geraden: x =x, + A r 

In der Ebene gilt: + A^ v j Im Raum gilt: 


Zi + z 2 


5 Z = y {z x + Z 2 + Z 3 ) 


Xi\ 

^ 1 +^| Ty 


Bezüglich der Lage von g^ x=x 1 + A 1 r 1 und g 2 : x =x 2 + A 2 r 2 zueinander unter¬ 
scheiden wir: 




JC t + Ai r a =x 2 + A 2 r 2 

a) g i n g 2 = {S} 

b) gi || g 2 (nicht identisch) 

c) gi = g 2 (identisch) 

d) g! windschief zu g 2 

genau eine Lösung 
keine Lösung 
unendlich viele Lösungen 
keine Lösung 




BEISPIELE 

1. Gegeben sind der Punkt P, (21313) und der Richtungsvektor r = 
Wie lautet die Gleichung der Geraden? 



Es ist zu untersuchen, ob die Punkte A{1\ — 7| — 7) und B{— 11918) auf der Geraden 
liegen. 


Lösung: x=x- [ + Ar 



x = 2 — A 
y = 3 + 2A 
z = 3 + 2A 
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>4(71-71-7) 

7 = 2 - A => 

A= —5 

B(- 1191 8 ) 

-1 = 2 - A => 

A = 3 

— 7 = 3 + 2A ^ 

A— —5 

9 = 3 + 2 A => 

A = 3 

— 7 = 3 + 2A 

A= —5 

8 = 3 + 2 A => 

A = 2,5 

>4 (71 — 71 — 7) g g 


F(-l|9|8)$g 



2 . 


Gegeben sind die Geraden g t : x = 
Welche Lage haben sie zueinander? 



+ X\ 


Lösung: 

GM 9 

-A x = —2 
+ A 2 = -2 
2A 1 — 2A 2 = —2 



Die letzte Gleichung ist ein Widerspruch 
zu den anderen Gleichungen. Es gibt keine 
Lösung des Systems. 

r x \r 2 : A 2 ist kein Vielfaches von A u d. h. 
r x ist nicht parallel zu r 2 , daher gilt: g} und 
g 2 sind windschief zueinander. 



und g 2 : 




AUFGABEN 


13.30 


13.31 


Wie lautet die Gleichung der durch P x und r gegebenen Geraden? 


a) Fi(5 |3 |-1), r 



b)Fi(2|0|4), 



Es ist jeweils die Gleichung der Geraden aufzustellen: 
a) R (7 12), S(4|l) b) ^ (5 1013), Ä(l|4|0) 


- / ° 
c) />! (0101 5), r =( 2 

c) Fi (01 5 | —3), F 2 (5 1011) 


13.32 Wie lauten die Gleichungen der Trägergeraden der Schwerlinien des Dreiecks? 
Ferner sind die Koordinaten des Flächenschwerpunkts anzugeben. 

P\ (2 | 6 ), P 2 (10 | —3), P 3 (1 | 2 ) bzw. ^4 (1 | 5 | 2), F (4 | 3 | 0 ), C (4 | 1 | 1 ) 


13.33 

13.34 


13.35 


Es ist festzustellen, ob die drei Punkte A (41210), B (11 — 214), C (101101 —10) auf einer 
Geraden liegen. 

Gegeben ist ein Tetraeder durch 

a) .4 ( 01010 ), 5(5 1 5 10 ), C( 0 | 10 | 0 ), D( 0 | 0 | 12 ) 

b) A(4\2\ 3), F (81812), C(4|0|8), Z> (511013) 

Ermitteln Sie 

(1) die Gleichungen der Seiten 

(2) die Gleichungen der vier Schwerlinien 

(3) die Koordinaten des Schwerpunkts. 

Welche Lage hat q [A (51012), B (3 | — 214)] bezüglich 
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13.5 Gleichung einer Ebene 
Allgemeine Form 


Die Gleichung jeder Ebene läßt sich in der Hauptform 

A x + By + Cz + D = 0 


schreiben. 


Ein Punkt P(x\y\z) liegt genau dann in einer Ebenes, wenn seine Koordinaten die 
Gleichung 


erfüllen. 


e: Ax + By 4 - Cz + D = 0 


Besonders leicht lassen sich Ebenen zeichnen, wenn 
sie in der 


Achsenabschnittsform 



a 4= 0 a b 4= 0 a c 4= 0 


gegeben sind. 

BEISPIEL 

1. Die Ebenengleichung 3x + 4y + 6z —12 = 0 soll in die 
Achsenabschnittsform übergeführt werden. 

Die Gleichung der Spuren, also der Schnittgeraden der 
Ebene mit den Koordinatenebenen sind anzugeben. 

Lösung: 


3 x + 4y + 6 z - 

x y z 

— 4- — + — = 

4 3 2 

12 = 0 

1 

1 :12 


[x, >>]-Ebene 

G 

z = 0 

3 x + 4 v = 12 

[ y , z]-Ebene 

e 2 

x = 0 

2 v + 3 z = 6 

[z, x]-Ebene 


y = o 

x + 2z = 4 


2 . Welche Lage hat die Ebene e: 2x4- 3y = 6 
bezüglich des Koordinatensystems? 

Lösung: 

2x+3y=6 => f + 2 =1 

Somit: *(3|0|0), K(01210) 

Für jeden Punkt der z- Achse gilt: Z (0101 z) 

Somit £: 2-0 + 3*0 + 0-z = 6 
Diese Gleichung ist unerfüllbar. 

Es gibt also keinen Schnittpunkt von e mit der z-Achse. 
Folglich: e ist parallel zur z-Achse. 
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AUFGABEN 

13.36 Überprüfen Sie, ob der Punkt P x in der Ebene 3x — 2y + 4z — 5 = 0 liegt. 

3)^(3141-1) b)/U 11111) c)P t ( 31411) (1)^(01011,25) 

13.37 Ein Punkt P x liegt in der Ebene x — 3y + z = 4. 

Berechnen Sie die fehlende Koordinate. 

3)^(4151*0 6)^(01-7120 c) P x (jc a 1015) d) P, (31 y, | 1) 


13.38 Welche Lage hat die Ebene in bezug auf das Koordinatensystem? 
Zeichnen Sie das Spurendreieck und skizzieren Sie die Ebene. 

a) 4x + 3= 12 b)4x — 3y = !2 c) 4z+ 3^ =12 

d) 5 x — 2 z = 10 e) — 3 jc + 2 z = 6 f) 3 z + 4y = — 12 

13.39 Wie lautet die allgemeine Gleichung der Ebenen? 




► 


Durch einen Punkt P x und zwei nichtkollineare Vektoren ~a und ~b ist die Ebene e 
bestimmt. 


s 


► 



Jedem geordneten Zahlenpaar (A, fi) entspricht genau ein Punkt von e und umgekehrt. 


M ( X A ! a A ( b *\ 

Der Gleichung I y I = I y\ I + A ( a y ) + (i ( b y ) 

\zj \zj \aj ‘ \bj 

entsprechen die Koordinatengleichungen: x= x x + Xa x + /j,b x 

y = y 1 + Xa y + ßb y 
z = z t + A ci z + ßb z 


Wenn man die erste und die zweite Gleichung nach A und [i auflöst und die Rechtsterme in 
die dritte Gleichung einsetzt, so erhält man eine parameterfreie Form der Ebenengleichung, 
nämlich eine lineare Gleichung in den Variablen x, y, z. 
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Wenn die Ebene durch drei Punkte P, | y{), P 2 ( x 2 | + 2 ) und P 3 (x 3 \ y 3 ) gegeben ist, dann 
setzen wir a=x 2 — und b=x 3 — x v 

Die Dreipunktform lautet daher: x = + A (x 2 — + {i (x 3 — xj 


BEISPIELE 

1. Wie lautet die Gleichung der Ebene durch die nicht auf einer Geraden liegenden 
Punkte Pi (01412), P 2 (31215), P 3 (- 21313)? 

Lösung: 

Es gilt: x =x- [ + ^(x 2 — x- l )-\-/i(x 3 — x- l ) 


+ A • 


-I) 


und damit: 


+ /*• 
3 A — 2/t 


j; = 4-2A- 
z = 2 + 3 A + 


-2 
- 1 
1 


A, ji g I 



Dies ist eine Parameterdarstellung der gegebenen Ebene. 

Eine parameterfreie Darstellung erhält man durch Elimination der Parameter A und / 1 . 

Aus + + z = 6 + A und 2y — x = 8 — 7A erhält man die allgemeine Form: 

x-9+-7z + 50 = 0 

Probe: Wir belegen x, y, z mit den Koordinaten der Punkte P u P 2 und P 3 . 

-36-14 + 50 = 0 3-18-35 + 50 = 0 -2-27-21 + 50 = 0 


2 . 


Die Gleichung x — 9 y — 7 z + 50 = 0 ist in eine Parameterform überzuführen. 
Wir setzen x = X und y = fi und erhalten A — 9ji — 7z + 50 = 0 und 


50 L 9 
z =- + -A—-a 
7 7 

x = + A 

+= + ,u 

50 L 9 

Z= T + 7 A - + 



daraus 


Probe: A = 0 /z=0 Pi(0|0|y) 

A = 1 ^ = 1 P 2 (11116) 

A = 10 ß = 5 P 3 (1015 | y) 


-50 + 50 = 0 
1- 9-42 + 50 = 0 
10-45-15 + 50 = 0 


AUFGABEN 

13.40 Geben Sie die Gleichungen der durch 

a) ^ (3 1 4 1 5), P(0|0| —5), C(-6|4|-3) b) D(l|l|l), £(-5|l|2), P(9|3|2) 
c) Pi (5 1013), P 2 (81 — 115), P 3 ( —5 |4| 1) d) (0101 - 3), P 2 (0|4|l), P 3 (-2|0|0) 
bestimmten Ebenen in einer Parameterform und in einer allgemeinen Form an. 

13.41 Wandeln Sie die Gleichung in eine Parameterform um: 

a) 3 x — 4y + 7z = 0 b) — x + 5+ — 9z = 12 

c) 2x + 3y — 5z + 4 = 0 d) 14x+ + — 8z=—1 

13.42 Geben Sie jeweils eine Parameterform der in 13.38 angegebenen Ebenen an. 

13.43 Vereinfachen Sie: 

»«-(++ ! l) + +1) h > 1 - (iM J) -' (fs) 
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Normalform 


Eine Ebene ist durch einen Punkt 
und einen Normalvektor eindeutig 


n I 


festgelegt. 

Die Normalform der Ebene £ lautet: 


i / 

P(xly) / 

s 


o 

II 

t* 

1 

t« 


/ e p .( x i'y.) 

/ 


n . .. irgendein Normalvektor von e 
x . .. Variablenvektor 1 

x-, . .. Ortsvektor eines festen Punkts 




von e 




Ein Punkt P{x\y ) liegt dann und nur dann in der Ebene e, wenn er die obige Gleichung 
erfüllt. 

/" A ( x ~ x '\ 

I n y ) • I y — y\ I = n x x + n y y + n z z — ( n x x^ + n y y A + n z z x ) = 0 

W \ Z ~ Z J -^- 


n x x + n y y + n z z = d 


(n x v n y v n z * 0) 


ist die Gleichung einer Ebene in U 3 mit dem Normalvektor I n v ]. 

\n z ) 

Für viele Anwendungen ist der Normalvektorsatz wichtig: 


e\ Ax 4- By + Cz + D = 0 


^ l A \ 

n = \ B) 

\C 


Die Koeffizienten A, B, C der allgemeinen Gleichung der Ebene e sind die Koordinaten 
eines Normalvektors von e. 


BEISPIELE 

1. (11116) ist ein Punkt von e. Der Vektor 

Wie lautet die Gleichung von el 


:?) 


ist normal zu e. 


Lösung: 

n x x + n y y + n z z — d = 0 => x — 9y — 7z— d = 0 

A( 1 | 1 I 6): 1 — 9 — 42 — = 0 d=- 50 


e: x — 9y — 7z + 50 = 0 


2. Gegeben sind eine Ebene e : 2x + 3y — 5 z + 3 = 0 und eine Gerade 

g: x = 

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts S. 


Vektor zum „laufenden“ Punkt P(x|^) der Ebene e 
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Lösung: 

g n e\ 2 (1 + 3 A) + 3( — 3) — 5(2 + 4A) + 3 = 0 



5(-2|-3|-2) 


AUFGABEN 


13.44 P, (3 | — 214) ist ein Punkt von e und n ist ein Normalvektor von e. 
Wie lautet die Gleichung von el 

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts eng. 



13.45 Geben Sie eine Parameterform der Geraden an, die durch P, geht und normal auf e 
steht. 

a) A (3 | 4 | 5), e: 3x — 7 .y + 8 z = 50 b) P, (5 | 0 | 3), e: 3* - 4y + 6 z = 12 
c) Pi (1 | 3 | 2), e: z = 0 d) P, ( - 2 | 1 | 0), e : x + 3y = 6 


13.46 Schreiben Sie vektoriell: 

a) 3x — 4y — 6z = 24 b) - 2 x + lOy - 5 z - 20 = 0 

c) 7* — 21 + 14z = 84 d) 4x - 12j; + 8 z - 96 = 0 


Hesse-Normalform (HNF) 


Die HNF einer Ebene hat die gleiche Form wie 
die HNF einer Geraden in der Ebene. 


HNF(f): u 0 (x-jc 1 ) = 0 



Die Hesse-Normalform von Ax + By + Cz + D = 0 ist ' r -^ > ' ^ = 0, wobei 

±f4 2 + ß 2 + C 2 


das Vorzeichen von [//l 2 + ß 2 + C 2 so zu wählen ist, daß 


Ax + By + Cz + D 

+ 

D 


1//4 2 + ß 2 + C 2 


< 0 ist. 


Für den Abstand eines Punkts Po (*o I ^o) von einer Geraden gilt in der Ebene: 
d = HNF (x 0 | y 0 ) . 


Für den Abstand eines Punkts Po (x 0 1 yo I ^o) von einer Ebene e gilt analog: 
d = HNF (x 0 1 v 0 1 z 0 ). 
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BEISPIEL 

Es ist der Abstand des Punkts P(l| — 314) von der Ebene e\ 2x + 3y + z — 6 = 0 zu 
berechnen. 

Außerdem sind die Koordinaten jenes Ebenenpunkts anzugeben, der dem Punkt P am 
nächsten liegt. 


Lösung: 

Die Hesse-Normalform dieser Ebene lautet: 
Der Abstand eP ist: 


2 x + 3 y + z — 6 
1/4 + 9 + 1 


d = 


2-1 + 3-( —3) + l-4 —6 

]fu 



| eP | =2,41 


Für den Fußpunkt F{f x |/ 2 |/ 3 ) gilt: f + d = x 1 und somit / = x 1 — d 



2,29\ 

1,07 

4,64/ 


F(2,29 | -1,07 1 4,64) 


AUFGABEN 

13.47 Berechnen Sie für die folgenden Ebenen bzw. Geraden den Stützabstand und den 
Normalen-Einheitsvektor. 

a) 5 x — 2y+3z —18 = 0 b) 2x + y — 2z —15 = 0 c) x + y + z = 0 

d) x + 1 y + \2 = Q e) 3x + 18 = 0 f) 4^ = 16 

13.48 Berechnen Sie für die Punkte P(2|3|l), Q( — 5 181 — 1), /?(0|2|0) die Abstände von 
den Ebenen der Aufgabe 13.47, a)—c). 

13.49 Stellen Sie die Gleichungen folgender Ebenen und Geraden auf: 

/°\ 

b) A(- 1 | 4 | —2), «o = (Oj 
d) A(4\— 1), «„=(_?) 

0 F(3|4), 


a) >4(2|-5|3), /i 0 = l 

\ 0 / 


c) P( - 5 | 6 | 7), «o 


e) 0(0 |0), 


/I 

0 

\0 

1 /I 


V2 


(!) 


P und O liegen somit auf derselben Seite der Ebene e. 
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13.6 Kegelschnitte 




Der Kreis E wird auf der Ebene Ei abgebildet als: 

a) Ellipse (Ei ist parallel zu keiner Mantelgeraden), 

b) Parabel (Ei ist parallel zu einer Mantelgeraden), 

c) Hyperbel (Ei ist parallel zu zwei Mantelgeraden). 

Der Kreis E wird auf der Ebene E 2 , die die Kegelspitze enthält, abgebildet in: 

a) einem Punkt b) einer Doppelgeraden c) einem Geradenpaar 


Kreis 


k = {P\PM = r} bzw. Pek o PM = r 
Die Kreislinie k ist die Menge aller Punkte P einer Ebene, die von einem festen Punkt 
(Mittelpunkt) M einen festen Abstand r haben. 

Die Gleichung des Kreises in Hauptlage 1 lautet: x 2 + y 2 = r 2 


Die explizite Darstellung von x 2 + y 2 = r 2 lautet: 
y = ]/r 2 — x 2 für den oberen Halbkreis und 
y = —]/r 2 — x 2 für den unteren Halbkreis. 

BEISPIEL 

x 2 + y 2 = 100 
x — y = 2 

Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte. 

Lösung: 

x = 2 + y => (2 + y) 2 + y 2 — 100 => y 2 + 2y — 48 = 0 

y 1 = 6 => Xi = 8 

y 2 = ~ 8 => x 2 = -6 



Si (8 | 6 ) S 2 (-6\-B) 


1 Mittelpunkt im Ursprung; Radius r 
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AUFGABEN 

13.50 Liegen die Punkte A (3 14), B (01 5), C(411), D ( - 5 | -1) auf dem Kreis x 2 + y 2 = 25? 

13.51 Wie lautet die Gleichung des Kreises in Hauptlage, der durch 

a) A (12 | 5) b) P 2 (3 | 8) c) P 3 (20 | 10) d) P 4 (15 | -10) geht? 

13.52 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis in 
Hauptlage mit dem Radius r = 5. 

a) y = -x + 3 b) y = x — 3 c)y = 3x-3 

d) 3 x-6y = 12 e) [A (0 | 5), B{ 1 | -3)] f) [C(0 | -10), P>(0 | 10)] 

13.53 Berechnen Sie die Länge der Sehne, die der Kreis x 2 + y 2 = 25 von der Geraden 
y = 2x — 1 abschneidet. 

13.54 Eine Sehne hat die Gleichung x — c. 

Wie groß ist c, wenn diese Sehne des Kreises x 2 + y 2 = 8 die Länge 2 hat? 

13.55 Berechnen Sie die Schnittpunkte der Geraden y = kx + d mit dem Kreis x 2 + y 2 = r 2 . 
Wann gibt es einen, zwei oder keinen Schnittpunkt(e)? 


Ellipse 


Bezeichnungen: 

M Mittelpunkt 

A- l ,A 2 Hauptscheitel 

Fi, F 2 Brennpunkte 

B u B 2 Nebenscheitel 

P*Pi, PF 2 Brennstrecken 

[PPi], [PF 2 ] Brennstrahlen 

MPi = MF 2 =e lineare Exzentrizität oder 

Brennweite 

£ 

e = — < 1 numerische Exzentrizität 

a 



Jede Sehne durch M heißt Durchmesser der Ellipse. 

Der größte Durchmesser heißt Hauptachse, der kleinste Durchmesser heißt Nebenachse. 
Wenn die Hauptachse (mit den Brennpunkten Pi und F 2 ) auf der x-Achse liegt, dann spricht 
man von der ersten Hauptlage. 

Wenn die Hauptachse (mit den Brennpunkten Pi und F 2 ) auf der y- Achse liegt, dann spricht 
man von der zweiten Hauptlage. 

Wir beschränken uns in diesem Buch auf die erste Hauptlage, die wir kurz Hauptlage 
nennen. 


ell = {P\PF^PF 2 = 2a} bzw. P e eil o PF, + PF 2 = 2a 
Die Ellipse eil ist die Menge aller Punkte P einer Ebene, für die die Summe der 
Abstände von zwei festen Punkten, den Brennpunkten Pi und F 2 , konstant 2 a ist. 

x 2 y 2 

Die Gleichung der Ellipse in Hauptlage lautet: —= 1 
Es gilt e 2 = a 2 — b 2 und 2 a > Pi F 2 
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BEISPIEL 

Gegeben- ell: 9^ + 25^ = 225 
oegeoen. g . 3x + 53 ,_ 3=: o 

Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte. 


Lösung: 

+ = }(!-*) 


9x 2 + 9(l-2x + x 2 ) = 225 => x 2 — x — 12 = 0 


X! = 4 

x 2 = — 3 


12 _ 
5 


y 2 = 


^ (4 I-1,8) 5 2 ( — 3 | 2,4) 


AUFGABEN 


13.56 Skizzieren Sie die folgenden Ellipsen: 

* 2 . r 

16 4 

d) 3x 2 + 5y 2 = 10 e) 4x 2 + 5y 2 = 20 


. x^ y L 

a) ~25 + ~9 = 1 


b) 


-= 1 


C) 20 + lö = 1 

f) 8x 2 + 16+ 2 = 64 


13.57 Berechnen Sie von den in 13.56 angeführten Ellipsen die lineare Exzentrizität e und 
die numerische Exzentrizität e. 

13.58 Liegen die Punkte A (3 |4), B (210), C( - 210) auf der Ellipse 3 x 2 + 4y 2 = 12? 

13.59 Wie lautet die Gleichung der Ellipse in Hauptlage durch die Punkte und P{1 
a) A ( — 3 | — 2), P 2 (4|-l) b) P,(3|-2), P 2 (1 | 3) 

c) P a (- 5 | 0), P 2 { 1 | 2) 

13.60 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden x — 2_y — 2 = 0 mit den 
in 13.56 angeführten Ellipsen. 

13.61 Berechnen Sie die Länge der Sehne, die die Ellipse 9x 2 + 25_y 2 = 225 von der Ge¬ 
raden y = 2 x — 1 abschneidet. 

13.62 Eine Sehne der Ellipse 4x 2 -I- 9y 2 = 36 hat die Gleichung x = c. 

Wie groß ist c, wenn diese Sehne die Länge 2 hat? 

13.63 In welchen Punkten der Ellipse 9x 2 + 36jp 2 = 324 schließen die Brennstrahlen einen 
rechten Winkel ein? 

13.64 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden y = kx + d mit der 
Ellipse b 2 x 2 4- a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

13.B1 Wann gibt es einen, zwei oder keinen Schnittpunkt(e)? 

Leiten Sie die Gleichung einer Ellipse in 1. Hauptlage ab. 

Anleitung: F X P+ F 2 P= 2a; F^P= ]/(e -I- x ) 2 -I- y 2 

13.B2 Leiten Sie aus der Definition „Wenn man alle parallelen Sehnen eines Kreises im glei¬ 
chen Verhältnis verkürzt, dann erhält man eine Ellipse“ die Gleichung der Ellipse ab. 
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Hyperbel 


Bezeichnungen: 


M 

A i, A 2 
B\ , B 2 
A \ A 2 

B \B 2 

A 1 A 1 = 2a 
^B 2 = 2b 
PF 1, P /^2 


Mittelpunkt 

Hauptscheitel 

reelle Vertreter der imaginären Nebenscheitel 

reelle Achse 

imaginäre Achse 

Länge der reellen Achse 

Betrag der imaginären Achse 

Brennstrecken 


[PF j], [PF 2 ] Brennstrahlen 

MF] = MF 2 = e lineare Exzentrizität 
£ 

e = - > 1 numerische Exzentrizität 

a 



Anmerkung: a ist stets die Länge der auf der x- Achse liegenden Hyperbelhalbachse. 


hyp = {P\\PF V r- PF 2 | =2a} bzw. P e hyp <=> | PF X — PF 2 \—2a 

Die Hyperbel hyp ist die Menge aller Punkte P einer Ebene, für die der Betrag der Diffe¬ 
renz der Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten Fi und F 2 , konstant 
gleich 2 a ist. 

JJf 2 y 2 

Die Gleichung der Hyperbel in Hauptlage lautet: —r — -p- = 1 

Es gilt e 2 — a 2 = 6 2 und 2a < F^F 2 

b b 

Die Gleichungen der Asymptoten lauten y = — x und y = - — x 


BEISPIEL 


hyp: 9x 2 — \6y 2 = 144 
g: x — y + 4 = 0 


Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte. 


Lösung: 
y = x + 4 
*i= -4 

100 


9x 2 - 16 (x 2 + 8x + 16) = 144 ^ 7x 2 + 128jc 4- 400 = 0 

Vi = 0 

y 2 = —y- -S-, ( - 4 I 0) 5 2 (-14,29 1-10,29) 


AUFGABEN 


13.65 Skizzieren Sie die folgenden Hyperbeln: 


a) 


x^_ 

25 


— = 1 


b) l6 = 




d) 3x 2 — 5 y 2 = 10 e) 4x 2 - 5 y 2 = 20 f) 5x 2 - 4 >; 2 = 20 

13.66 Berechnen Sie von den in 13.65 angeführten Hyperbeln die lineare Exzentrizität e und 
die numerische Exzentrizität e. 

13.67 Liegen die Punkte A (3 14), B (210), C(- 210) auf der Hyperbel 3 x 2 - 4 >; 2 = 12? 

13.68 Wie lautet die Gleichung der Hyperbel in Hauptlage durch P { und P 2 1 

a) />, (4 | 1), P 2 ( - 5 | -1/2) b) F, ( — 4 | 0), P 2 (5 | 3) c) F, (5 | 3), P 2 (10 | -ifÜ) 
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13.69 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden x — 2y — 2 = 0 mit den 
in 13.65 angeführten Hyperbeln. 

13.70 Berechnen Sie die Länge der Sehne, die die Gerade y = x — 3 von der Hyperbel 
9x 2 — 5y 2 = 45 abschneidet. 

13.71 Eine Sehne der Hyperbel 4x 2 — 9y 2 = 36 hat die Gleichung x = c. 

Wie groß ist c, wenn diese Sehne die Länge 2 hat? 

13.72 In welchen Punkten der Hyperbel x 2 — 3y 2 = 9 schließen die Brennstrahlen einen 
rechten Winkel ein? 

13.73 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden y = kx + d mit der 
Hyperbel b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Wann gibt es einen, zwei oder keinen Schnittpunkt(e)? 

13.B3 Leiten Sie die Gleichung einer Hyperbel in Hauptlage ab. 

Anleitung: | F x P — F 2 P | = 2 a ; 


Parabel 

Bezeichnungen: 

/ Leitgerade, Leitlinie 

F Brennpunkt 

S Scheitel 

G Gegenpunkt 

p = LF p heißt Parameter; 

(Vereinbarung: p > 0) 
FP Brennstrecke 

[FP ] Brennstrahl 

PG Leitstrecke 

[PG] Leitstrahl 

S F= — = f Brennweite 
2 


F 1 p=l/(e + x) 2 + J 2 





par = {P\ PF = PI} bzw. P e par o PF = PI 
Die Parabel par ist die Menge aller Punkte P einer Ebene, die von einem festen Punkt, 
dem Brennpunkt F, und einer festen Geraden, der Leitgeraden l, gleichen Abstand 
haben. 


Hauptlagen und zugehörige Gleichungen: 





x 



y 2 =2px 


0 

x 2 = 2py 


y 1 = -2px 


x 2 =-2 py 
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Die Parabel ist keine im Endlichen geschlossene Kurve. Alle Punkte liegen auf der gleichen 
Seite der Scheiteltangente wie der Brennpunkt. 

Die Parabel hat keinen im Endlichen gelegenen Mittelpunkt. Der Fernpunkt der Achse kann 
als uneigentlicher Mittelpunkt angesehen werden. Daher werden alle achsenparallelen 
Geraden als Durchmesser bezeichnet. 

BEISPIEL 

Gegeben: par : y 2 = 8 x 

g: x-y- 6 = 0 

Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte. 

Lösung: 

x = * 1 T- =► 2--y-(> = 0 =. y* — Sy — 48 = 0 

o o 

y 1 = 12 => Xi = 18 

>> 2=—4 => Xi= 2 



(18 | 12) S 2 (2 | - 4) 


AUFGABEN 

13.74 Skizzieren Sie die folgenden Parabeln: 

1 

a) y = 9x 2 b) y = -yx 2 c) x 2 = -5 y 

d) y 2 = 4x e) y 2 = —8x f) x = —6 y 2 

13.75 Geben Sie von den in 13.74 angeführten Parabeln 

a) die Gleichungen der Leitgeraden 

b) die Brennpunktskoordinaten an. 

13.76 Wie lautet die Scheitelgleichung der Parabel mit vertikaler (horizontaler) Achse durch 
den Punkt 

a) P\ (5 | 10 ) b) P 2 ( — 3 I 4) c) /> 3 ( - 2 | - 1 ) d)P 4 (5|-10) 

13.77 P x (3 | y t ) g par; P 2 (6 e par. 

Die Gleichung der Parabel lautet x 2 = 6y. 

Berechnen Sie die Länge und die Steigung der zu P 1 (bzw. P 2 ) gehörigen Brennstrecke. 

13.78 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte. 

a) y 2 = 10 x b) 6y == x 2 c) y 2 = 6 x d) 8 _y = x 2 

0,6x + 0,8j^ + 2 = 0 x — 'ly + 6 = 0 3x — y — 4 = 0 x — y — 2 = 0 

13.79 Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden y = kx + d und der 
Parabel y 2 = 2px. 

Diskutieren Sie die Diskriminante. 

13.B4 Leiten Sie die Gleichung der Parabel in Hauptlage mit horizontaler Achse ab. 
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13.7 Parameterdarstellung von Funktionen 

BEISPIELE 

1. Man kann jede Gerade (allgemein jede Kurve) durch beliebig viele Parameterdarstel¬ 
lungen beschreiben. Es sind z. B. die Gleichungen 



Darstellungen derselben Geraden. 


Wir haben x 2 + y 2 = r 2 als Gleichung des Kreises in Hauptlage kennengelernt. 

x = r- cos t 
y = r- sin t 

ist eine Parameterdarstellung 
von x 2 + y 2 = r 2 


3 . x = a • cos t 
y = bsint 

ist eine Parameterdarstellung 


^=i 

b 1 


x = a • cosh t 
y = b- sinh t 

ist eine Parameterdarstellung 
a 2 


von 


b 2 


Die Parameterdarstellung einer Kurve lautet: 
x=alnt y = j;( t + -j) 

Wie lautet die explizite Darstellung in kartesischen Koordinaten? 
Lösung: 

Man erhält aus einer Parameterdarstellung einer Kurve 
deren Gleichung, indem man den Parameter eliminiert. 

Wir rechnen t aus der ersten Gleichung heraus: 

X 

X — 

— = lnf => t = e a und setzen diesen Wert in die 
a zweite Gleichung ein: 



'=4( e ° + e °) 



Das ist die Gleichung der Kettenlinie. 
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6. Lissajous-Figuren 

In der modernen Meßtechnik haben Elektronenstrahloszillographen Schwingungs¬ 
schreiber mit mechanisch bewegten Teilen fast völlig verdrängt. 

Bei der Messung des Phasenunterschiedes zweier sinusförmiger Spannungen und beim 
Frequenzvergleich ist die Kenntnis der Überlagerungsfiguren zweier aufeinander nor¬ 
maler Sinusschwingungen, der sogenannten Lissajous-Figuren, notwendig. 

Wir beschränken uns hier auf die zeichnerische Lösung besonders einfacher Fälle. 
Dieses für den Techniker wichtige Gebiet wird in den Fachgegenständen ausführlich 
behandelt. 

Die aufeinander normalen Teilschwingungen haben gleiche Frequenz. 

Es gilt: x = sin£ü/ 

^ = 1,5 sin (cot + cp) 


Aus der Zeichnung ist die Konstruktion ersichtlich. 




Wir zeichnen zunächst die Kurven mit den Gleichungen 
x = sin cot und 

y = 1,5 sin (tu t + cp ), wobei wir die Zeitpunkte 
, f 2 » • • •> *io» *n markieren. 

Durch vektorielle Addition der zum selben Zeitpunkt vor¬ 
handenen Schwingungsweiten erhalten wir einen Punkt 
der resultierenden Schwingung 1 . 


Die Überlagerung zweier aufeinander normaler Sinusschwingungen gleicher Frequenz 
ergibt eine Ellipse 2 . 


1 Beachten Sie: Die Ordner durch und (t 4 |.y(t 4 )) schneiden einander im Punkt 4 der resultie¬ 

renden Kurve (Einschneideverfahren). 

2 Sonderfälle: Für cp = 0 und cp = 7t erhält man eine Strecke. 

Für cp = -y f bzw. (p = und gleiche Amplituden erhält man einen Kreis. 




















































13. Analytische Geometrie 


271 


7. 




Die aufeinander normalen Schwingungen 

jc = 2 sin cot 
y = sin (3 co 1 4- (p) 

sind überlagert, wobei für (p die Werte 0, 

7t 37t , 5 7t ... 1jL , 

—, —, 7t und — gewählt wurden. 


t 


-MS 







































































































272 


13. Analytische Geometrie 


Ohne Beweis sei angeführt: 
Wenn man einer Lissajous- 
Figur ein Rechteck um¬ 
schreibt, so ist der Quotient 
aus der Anzahl der Berühr¬ 
punkte einer Längsseite und 
der Anzahl der mit der Kurve 
gemeinsamen Punkte einer 
Breitseite gleich dem Quo¬ 
tienten der Frequenzen der 
Teilschwingungen. 



AUFGABEN 


13.80 Schreiben Sie in der Form F( x, y) = 0: 

a) x = 3 A b) x = 2 A — 1 c) x = 2 A 

y = 2 A y = 3 A -h 2 y = — 2 A + 5 

13.81 Schreiben Sie die folgenden Geradengleichungen in einer Parameterform, 

a) y = 4x — 3 b)3.y-2x+5 = 0 c) 3 x - 4.y - 15 = 0 

13.82 Schreiben Sie in der Form F(x, y) — 0 und zeichnen Sie die Kurven mit 

a) x = 5 sin t b) x = 5 cos t c) x = t]/t 2 — 1 

y = 3 sin t y = 3 sin t y = t 


13.83 Aus einer Parameterform einer Punktbewegung ist die Gleichung der Bahnkurve zu 
ermitteln: 

a)x=10/ 2 + 4 b) x = 5 t — 2,5 t 2 c) x = 41 2 

y = 5 t 2 + 2 y = 3 t — \,5 t 2 y = 5t 

d) x = 2 cos t e) x = 4 cos 2 t f) x = 4 + 3 cos t 

y = 3 — 2 sin / y = 2 + 5 sin t y = 4 sin 2 1 

13.84 Zeichnen Sie unter Zuhilfenahme des TR die Kurven mit 

a) x = cosh t b) x = 2 cosh t c) x = 3 cosh t d) x = 2 cosh t 
y = sinh t y = sinh t y = 2 sinh t y = 3 sinh t 

13.85 Überlagern Sie die zwei aufeinander normalen Schwingungen: 

a) x = 5 sin / b) x = 5 sin t c) x = 5 sin t 

y = 2 sin t y = 2 cos t y = 5 cos t 

d) x = 3 sin 2 1 e) x = 5 sin 2 1 f) x = 5 sin 2 1 

y = 5 sin 3 t y = 3 sin 3 t y = 3 sin 4 1 


Beweisen Sie: 

13.B5 ^ ~ r • sin / ^ C ^ ne ^ arameter< ^ arste ^ un § von * 2 + y 2 = r 2 
13.B6 x ~ ist eine Parameterdarstellung von = 1 

13.B7 y~fo. sinhV * st e * ne P aramet erdarstellung von = 1 
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Geschichte der Analytischen Geometrie 

Die Entwicklung der Analytischen Geometrie ist die bedeutendste Leistung der Barockzeit. 
Ansätze gab es schon im Altertum (Ptolemaios legte „Länge“ und „Breite“ von Orten, be¬ 
zogen auf die Stadt Alexandria fest; Heron von Alexandria legte bei der Vermessung im Ge¬ 
lände Parallelen zur Standlinie) und im Mittelalter (Nicolaus Oresme, Bischof von Lisieux, 
stellte Quantitäten grafisch dar). 

Die heutige Gestalt erhielt die Analytische Geometrie durch Descartes und Fermat und 
wurde besonders durch Newton und Euler weiterentwickelt. 


„Ich denke, also bin ich (lat. Cogito ergo sum).“ 

„Ich bin eine denkende Substanz (Sum res cogitans).“ 

Rene Descartes (lat. Renatus Cartesius) (1596—1650), 
französischer Philosoph, Mathematiker, Naturwissenschaften 
Nach dem Besuch der Jesuitenschule in La Fleche beschäftigte sich 
Descartes mit erkenntnistheoretischen Fragen der Mathematik, Physik, Bio¬ 
logie, Psychologie und Medizin. 

1637 veröffentlichte er sein Meisterwerk, kurz „Discours de la Methode“ ge¬ 
nannt, in dem er das kopernikanische System als selbstverständlich voraus¬ 
setzt. Ein Anhang zu diesem Buch war „La Geometrie“, das erste Werk mit 
einer einheitlichen algebraischen Bezeichnungsweise. 



„Die Analytische Geometrie hat weit mehr als irgendeine seiner metaphysischen Spekulationen den Namen 
Descartes unsterblich gemacht und stellt den größten Einzelbeitrag dar, der je zum Fortschritt der exakten 
Wissenschaften geleistet wurde. “ (John Stuart Mill) 


„Ich habe eine sehr große Anzahl schöner Lehrsätze gefunden“. 

Pierre de Fermat (1601 — 1665), 
französischer Mathematiker, Physiker und Jurist. 

Gilt als Mitbegründer der Analytischen Geometrie. In seinem Buch darüber 
behandelt er Gerade, Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel. Fermat schrieb 
auch viele bahnbrechende Arbeiten auf dem Gebiet der Zahlentheorie und 
der Infinitesimalrechnung. 
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Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ aus einer Datenmenge die absoluten und relativen Häufigkeiten sowie die Häufigkeitssummen 
ermitteln; 

■ Datenmengen grafisch veranschaulichen; 

■ die Begriffe Mittelwert, Zentralwert, Streuungsmaß, Spannweite, Varianz, Standardabweichung 

erklären; . . 

■ den Mittelwert, den Zentralwert, die Standardabweichung und die Spannweite einer Stichprobe 

berechnen; 

■ die Begriffe Zufallsexperiment, zufälliges Ereignis und Zufallsvariable anhand von Beispielen er¬ 
klären ; 

■ die Begriffe lineare Regression und lineare Korrelation erklären; 

■ die Gleichung einer Regressionsgeraden aus den Koordinaten der gegebenen Punkte aufstellen; 

■ den Korrelationskoeffizienten aus den Koordinaten der gegebenen Punkte berechnen. 


Qualität und Qualitätssicherung sind zur Überlebensfrage für die europäische Industrie ge¬ 
worden. 

In der Qualitätssicherung nehmen statistische Methoden einen wichtigen Platz ein. 

Bei der Auswahl und Zusammenstellung des Stoffes wurde besonders auf die Erfordernisse 
für den Erwerb des Qualitätstechnik-II-Scheines der ÖVQ Rücksicht genommen. 

Wir beschränken uns in diesem Band auf die beschreibende Statistik. 


14.1 Grundbegriffe der beschreibenden Statistik 


Die beschreibende (deskriptive) Statistik befaßt sich mit der Tabellierung und Beschrei¬ 
bung von Daten, insbesondere mit der Aufbereitung von Meßstichproben. 


Einheit (item) 


Den materiellen oder immateriellen Gegenstand der Betrachtung nennt man Einheit 1 . 


Eine Einheit kann festgelegt sein durch einen Einzelteil, ein Paar, eine Schachtel, eine 
Länge, einen Flächeninhalt, einen Rauminhalt, einen Vorgang usw. . . - 1 

BEISPIELE 

1. Eine von der Firma XY hergestellte Kupplung, die am 11. Jänner 1993 gefertigt wurde. 

2. Eine Schachtel mit Schrauben, die von einer Maschine A in einem bestimmten Zeitin¬ 
tervall hergestellt wurden. 

3. Ein Schüler, der im Schuljahr 1992/93 die 4. Klasse a der Hauptschule Wien-Aspern 
besucht hat. 

4. Fünf bestimmte Arbeitsabläufe ALI—AL5. 

5. Der Inhalt einer Flasche. 


Der Begriff „Einheit“ wird auch in anderer Bedeutung verwendet, z. B. in der Physik. 
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Grundgesamtheit (population) 

Die Gesamtheit aller in Betracht gezogenen Einheiten heißt Grundgesamtheit. 

Umfang der Grundgesamtheit (population size): N 
Anzahl der Einheiten der Grundgesamtheit. 

BEISPIELE 

1. Alle von der Firma XY im Jänner 1993 gefertigten Kupplungen. 

2. Alle Schrauben, die von der Maschine A in einer Woche hergestellt wurden. 

3. Alle Schüler, die im Schuljahr 1992/93 in Wien die 4. Hauptschulklasse besuchten. 

4. Alle Arbeitsabläufe AL 1—AL 5 der zweiten Jännerwoche 1993. 

5. Der Inhalt aller Flaschen, die von zwei Maschinen an einem Tag abgefüllt wurden. 


Los (batch, lot) 


Als Los bezeichnet man eine Menge von Einheiten einer Grundgesamtheit, die unter 
gleichen Bedingungen entstanden sind und als einheitlich anzusehen sind. 


BEISPIELE 

1. Fertigungslos 

Alle von der Firma XY am 11. Jänner 1993 gefertigten Kupplungen. 

2. Lieferlos 

1 Kiste mit 500 Schachteln Schrauben, die von der Maschine A hergestellt und dem 
Kunden KL geliefert wurden. 

3. Prüflos 

Alle Schüler, die im Schuljahr 1992/93 die 4. Klasse a der Hauptschule Wien-Aspern 

besucht haben. 

4. Alle Arbeitsabläufe ALI—AL5 am 11. Jänner 1993. 

5. Warensendungen von 1000 Flaschen an die Firma YZ. 


Stichprobe (sample) 


Eine Stichprobe besteht aus einer oder mehreren Einheiten, die aus der Grundgesamtheit 
oder aus dem Los entnommen werden. 


Umfang der Stichprobe (sample size): n 
Anzahl der Einheiten der Stichprobe. 

Stichproben werden gezogen, um Kenntnisse über die Grundgesamtheit zu erhalten. 
Die Grundgesamtheit kann z. B. ein Prüflos sein. 
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Merkmal (characteristic) 


Eigenschaften, die das Unterscheiden von Einheiten einer Grundgesamtheit ermögli¬ 
chen, heißen Merkmale. 


Wir unterscheiden: 

Qualitative Merkmale: Güteklasse, Meinung über Qualität, Geschlecht, Beruf, . . . 

Quantitative Merkmale 

a) Diskrete Merkmale: Anzahl der Fehler, Anzahl der Werkstücke,.. . 

b) Stetige Merkmale: Meßwerte,... 


Merkmalswert 


Der Wert eines qualitativen oder quantitativen Merkmals heißt Merkmalswert. 


Qualitativ: gut, schlecht, Kupplung K17, weiblich, verheiratet, Maurer,.. . 

Quantitativ: 3 Fehler in der Stichprobe, 2 Verkehrstote am 11. Jänner 1993 in Wien, 
d = 5,2 cm, m = 36,4 g 


Merkmalswertebereich (Wertebereich) 


Die Menge der Werte, die ein Merkmal annehmen kann, heißt Merkmalswertebereich. 

Die Nichtübereinstimmung eines Merkmals mit einer geforderten Eigenschaft heißt 
Fehler (defect). 

Eine Einheit mit mindestens einem Fehler heißt fehlerhafte Einheit (defective unit). 


BEISPIELE 

1. Merkmalswertebereiche: 

a) {Kupplung Kll bis Kupplung K17} b) {gut, schlecht} 

c) {männlich, weiblich} d) {Maurer, Schlosser} 

e) {1 Fehler, 2 Fehler} f) {</|4,9 cm< d<5,2 dm} 

2. Bei der Prüfung von 20 Motorwellen wurden 1 Motorwelle mit 3 zu kleinen Lager¬ 
sitzen und 3 weitere Motorwellen mit zu kurzem Gewinde festgestellt. 

Wie viele a) Fehler b) fehlerhafte Einheiten wurden gefunden? 

Lösung: a) 6 Fehler b) 4 fehlerhafte Einheiten 

3. Die Prüfung eines Loses von 500 Bolzen ergab folgendes Resultat: 

10 Bolzen waren zu lang; 5 Bolzen waren zu kurz; 

3 weitere Bolzen hatten einen zu kleinen Durchmesser; 

1 weiterer Bolzen hatte einen zu großen Durchmesser und an beiden Stirnflächen je 
einen Kratzer. 

Wie viele a) Fehler b) fehlerhafte Einheiten wurden gefunden? 

Lösung: a) 21 Fehler b) 19 fehlerhafte Einheiten 
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AUFGABEN 

14.01 Kreuzen Sie für jedes Merkmal an, ob es qualitativ oder quantitativ ist. 



qualitativ 

quantitativ 

Anzahl der Fehler 



Geschlecht 



Meßwert 



Diskrete Merkmale 



Stetige Merkmale 




14.02 Eine Lieferung enthält 30 Pullover. Von diesen haben 
5 Pullover je einen Webfehler, 

2 weitere Pullover je zwei Webfehler, 

4 weitere Pullover je drei Webfehler, 

3 weitere Pullover je drei Farbfehler, 

1 weiterer Pullover hat 10 Web- und 5 Farbfehler. 

a) Wie viele Fehler liegen vor? 

b) Wie viele fehlerhafte Einheiten liegen vor? 


14.2 Urwertliste, geordnete Werteliste 


Wenn man die Merkmalswerte in der Reihenfolge ihrer Erfassung in eine Liste schreibt, 
so nennt man diese die Urwertliste 1 . 

xi 1 = 1 ,...,» 

Wenn man die Elemente der Urwertliste dem Wert nach aufsteigend ordnet, so erhält 
man die geordnete Werteliste. 


xi ist eine indizierte Variable, i heißt hier Index oder Laufvariable. 

x h i = l,...,» steht für x u x 2 , ..., x„. 

Es gilt: jfy), i = l, ..., n 

* 1 - 1 ) - 5 */+ 1 ). 1 = 2,..., n -1 

* 0 ) = *min X(n) = *max i wird hier als Rangnummer bezeichnet. 

jfy) ist der /-kleinste Wert der Liste. 

Wenn der Index / ohne Klammern geschrieben wird, dann bezieht er sich auf die 
Urwertliste. 

Wenn der Index i in Klammern steht, dann gibt er die Stellung des Elements in der 
aufsteigend geordneten Werteliste an. 


Die Urwertliste ist der Ausgangspunkt jeder statistischen Untersuchung. 
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BEISPIELE 

1. Masse von 10 zylindrischen Scheiben: 


Nr. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Masse (in g) 

17 15 18 16 17 15 17 16 17 16 


Wir ordnen die Elemente nach der Größe des Merkmals; aus der Urwertliste entsteht 
so die geordnete Werteliste: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

15 15 16 16 16 17 17 17 17 18 

X( 5) = 16 ist der fünftkleinste Wert dieser Liste. 

Die geordnete Werteliste enthält keine Information über die Reihenfolge der Erfassung 
der Beobachtungswerte. 


2. Temperatur eines Ölbades (in °C): 

Urwertliste: Geordnete Werteliste: 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 

73 78 75 77 70 77 70 73 75 77 77 78 

x ( 3) = 75 ist der drittkleinste Wert dieser Liste. 

3. Wir wählen nun ein Beispiel mit einer größeren Anzahl von Daten. 
Masse (in g) von 125 Achsen in der Reihenfolge der Messung: 


15,4 

15,1 

15,8 

15,5 

15,6 

15,7 

15,7 

15,7 

15,5 

15,7 

15,7 

15,4 

15,3 

15,8 

15,7 

15,7 

15,7 

16,0 

15,5 

16,0 

15,6 

15,2 

15,7 

15,6 

15,5 

15,6 

15,6 

15,1 

15,4 

15,7 

15,9 

15,9 

15,8 

15,5 

15,6 

15,4 

15,7 

15,4 

15,8 

16,0 

16,0 

16,1 

15,4 

15,8 

15,3 

15,3 

14,9 

15,1 

15,6 

15,9 

15,3 

15,5 

15,2 

15,1 

15,4 

15,4 

15,6 

16,0 

15,4 

15,6 

16,1 

15,6 

15,7 

15,0 

15,7 

15,8 

15,4 

15,5 

15,5 

15,3 

16,2 

15,5 

15,5 

15,0 

15,6 

16,0 

15,9 

15,9 

15,6 

15,6 

15,6 

15,7 

15,3 

15,7 

15,4 

15,9 

15,3 

15,8 

16,1 

14,8 

15,3 

15,1 

15,8 

16,1 

15,8 

15,6 

15,6 

15,5 

15,3 

15,4 

15,4 

15,6 

16,0 

15,6 

15,8 

15,5 

15,5 

15,8 

15,6 

15,2 

14,9 

15,0 

15,2 

16,1 

15,3 

15,5 

15,8 

15,8 

15,5 

15,7 

15,4 

15,2 

15,7 

15,2 

15,5 



Durch die Tabelle ist eine gewisse Ordnung gewahrt, die Übersichtlichkeit läßt aber zu wün¬ 
schen übrig. Wir führen daher den Häufigkeitsbegriff ein. 


14.3 Häufigkeiten 


Es liegt eine Stichprobe vom Umfang n vor, in der das Merkmal x in den k Ausprä¬ 
gungen x u x 2 , ..., x k vorkommt. 

Wenn der Wert Xj genau n } -mal vorkommt, dann sagen wir: Der Wert x ) hat die absolute 
Häufigkeit n } (absolute frequency). 

Es gilt: n x + n 2 + . • - + n k =n 

Die Folge der (x u «0, (x 2 , n 2 ), ..., (x k , n k ) bezeichnet man als absolute Häufigkeits¬ 
verteilung. 

Wenn man in einer Liste von Einzelwerten die jeweils gleichen Werte zusammenfaßt, 
dann spricht man von einer Gruppierung. 
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Wir gehen von den Werten des Beispiels 3, Seite 278, aus. 


Wir können unsere (absolute) Häufigkeitsverteilung darstellen als 

1. Tabelle 


j 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

*J 

14,8 

14,9 

15,0 

15,1 

15,2 

15,3 

15,4 

15,5 

15,6 

15,7 

15,8 

15,9 

16,0 

16,1 

16,2 

n i 

1 

2 

3 

5 

6 

10 

14 

16 

19 

17 

13 

6 

7 

5 

1 


2. Strichliste 



148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160 161 162 163 


Wir haben die Strichliste mit einer roten Kurve umhüllt, die die Form der Verteilung deutlich 
hervorhebt: eingipfelige, symmetrische Verteilung mit Maximum bei x = 15,6. 

Wir haben die n = 125 Einzelwerte x t (/ = 1, ...,«) in 15 Gruppen mit den absoluten Häufig¬ 
keiten «i = l, «2 = 2, ..., «15 = 1 aufgeteilt. 


Der Quotient aus der absoluten Häufigkeit «, und der Gesamtzahl der Beobachtungen « 
heißt relative Häufigkeit hj (relative frequency). 

h,=^ für ; = 1, 2, k 

1 n 

Die Folge der (jc l5 hf, ( x 2 , h 2 ), .. ( x k , h k ) bezeichnet man als relative Häufigkeits¬ 

verteilung. 


Allgemein: « ... Umfang der Stichprobe 

«i ... absolute Häufigkeit der 1. Gruppe 
rij ... absolute Häufigkeit dery'-ten Gruppe 
k ... Nummer der letzten Gruppe 
i ... laufende Nummer eines Einzelwerts 
j ... laufende Nummer einer Gruppe 

Es gilt: « = «i + « 2 + - ■ - + «a 

k 

Wir schreiben für diesen Sachverhalt auch « = ^ n j un d lesen „« ist gleich der Summe aller 

rij mit j gleich 1 bis 7 = 1 

Nun fragen wir: Wie viele Meßwerte sind kleiner/gleich 15,3? 

Es sind dies die Werte JC l5 x 2 , * 3 , x 4 , x 5 , x 6 . 
jcj kommt « t mal vor,.. . 

Folglich: «i + « 2 + « 3 + « 4 + « 5 + « 6 Werte sind kleiner/gleich x 6 = 15,3. 

Wir bezeichnen K 6 = + « 2 + ... + « 6 als absolute Häufigkeitssumme (cumulative 

absolute frequency) des Merkmalswertes x 6 . 

Bei unserem Beispiel ist K 6 = 21. 
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Unter der absoluten Häufigkeitssumme Kj versteht man die Anzahl der Einzelwerte, die 
einen vorgegebenen Wert x nicht überschreiten. 

Kj = 2 «m für / = 1, • • k 

m = 1 

Analog ist die relative Häufigkeitssumme (cumulative relative frequency) H) definiert: 

Hj = 2 K für 


BEISPIEL 

Von der zuletzt betrachteten Verteilung sind die relativen Häufigkeiten sowie die absoluten 
und relativen Häufigkeitssummen zu berechnen. 


Lösung: 


j 

X J 

n j 

hj % 

Rj 

Hj % 

1 

14,8 

1 

0,80 

1 

0,80 

2 

14,9 

2 

1,60 

3 

2,40 

3 

15,0 

3 

2,40 

6 

4,80 

4 

15,1 

5 

4,00 

11 

8,80 

5 

15,2 

6 

4,80 

17 

13,60 

6 

15,3 

10 

8,00 

27 

21,60 

7 

15,4 

14 

11,20 

41 

32,80 

8 

15,5 

16 

12,80 

57 

45,60 

9 

15,6 

19 

15,20 

76 

60,80 

10 

15,7 

17 

13,60 

93 

74,40 

11 

15,8 

13 

10,40 

106 

84,80 

12 

15,9 

6 

4,80 

112 

89,60 

13 

16,0 

7 

5,60 

119 

95,20 

14 

16,1 

5 

4,00 

124 

99,20 

15 

16,2 

1 

0,80 

125 

100,00 


AUFGABEN 

Berechnen Sie den Stichprobenumfang, die relativen Häufigkeiten, ferner die absoluten 
und relativen Häufigkeitssummen. 


14.03 Xj 

83,5 

83,6 

83,7 

83,8 

83,9 

84,0 





"j 

1 

3 

12 

17 

8 

5 





14.04 Xj 

146 

147 

148 

149 

150 

151 

152 

153 

154 


n j 

1 

4 

17 

26 

39 

18 

5 

0 

2 


14.05 Xj 

0,194 

0,195 

0,196 

0,197 

0,198 

0,199 

0,200 

0,201 

0,202 

0,203 

n j 

8 

17 

35 

42 

31 

14 

2 

0 

1 

1 

14.06 Xj 

5,621 

5,622 

5,623 

5,624 

5,625 

5,626 

5,627 

5,628 

5,629 

5,630 5,631 

n j 

1 

0 

5 

3 

8 

17 

54 

28 

12 

4 1 
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14.07 Xj 

7,41 

7,42 

7,43 

7,44 

7,45 

7,46 

7,47 

7,48 

7,49 

n i 

1 

4 

8 

12 

19 

9 

3 

2 

1 

14.08 Xj 

402 

403 

404 

405 

406 

407 

408 

409 

410 

*j 

4 

5 

12 

27 

37 

21 

14 

4 

1 


14.4 Klassierung 

Häufigkeitsverteilungen mit sehr vielen Merkmalswerten sind unübersichtlich. Man faßt 
dann verschiedene Werte in Klassen zusammen. Notwendig ist dieses Zusammenfassen bei 
stetigen Merkmalswerten, also bei Meßwerten. 


Wertebereich 





, 1. Klasse , 

, 2. Klasse , 


, k-te Klasse, 


Wenn man den Wertebereich in einander ausschließende Teilbereiche zerlegt, die den 
Wertebereich vollständig überdecken, dann spricht man von Klassierung (classification). 


Bei der Klassierung ist darauf zu achten, daß jeder Meßwert nur zu einer Klasse gehört. 

Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 

Cj (/ = 0,..., k ) Klassengrenze (dass limit) 

Xj k) Klassenmitte (mid-values of dass) 

Wj (j = 1,.. k) Klassenweite (dass intervall, width) 
rij (j = 1,.. k) Besetzungszahl (absolute frequency) 

Wir werden, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes festgelegt wird, annehmen, daß die 
obere Klassengrenze Cj zur y-ten Klasse gehört, nicht aber die untere Klassengrenze c j _ 1 . 

Zury-ten Klasse gehören also alle Werte x h für die gilt: 


Cj—\ < x, < Cj 

Klassenweite Wj 



- 



Klassenmitte Xj 



Klassenuntergrenze c j_-i Klassenobergrenze Cj 


Es gilt: Wj = Cj — Cj_i 

Die Gruppierung ist ein Sonderfall der Klassierung, jede Klasse besteht dabei nur aus einem 
Merkmalswert. 

Bei der Klassierung verdrängt der Ausdruck Besetzungszahl immer mehr die Bezeichnung 

absolute Häufigkeit. 

Bei der Klassierung geht man folgendermaßen vor: 

1. Man wählt k, die Anzahl der Klassen: 

Bis nS 50 bildet man keine Klassen. 

Bis n < 100 bildet man k > 10 Klassen. 

Bis nS 1000 bildet man k > 13 Klassen. 

Bis nS 10 000 bildet man Ä: > 16 Klassen. 
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2. Wenn es möglich ist, dann verwendet man gleichweite Klassen mit der Klassenweite 

W » (*max - x min )/k 

w soll ein möglichst „glatter“ Wert sein, ein ganzzahliges Vielfaches eines Rundungs¬ 
intervalls. 

3. Klasseneinteilung: 

1. Klassenuntergrenze c 0 

2. Klassenuntergrenze 

k -te Klassenuntergrenze c k _ x 

Alle Meßwerte, die größer c 0 und kleiner/gleich c A sind, kommen in die 1. Klasse. 

Alle Meßwerte, die größer Cj_ x und kleiner/gleich Cj sind, kommen in die j -te Klasse. 

© 


^ Eindeutige Zuordnungen werden in der Mathematik als Funktionen bezeichnet. Man kann 
daher statt Häufigkeitsverteilung auch Häufigkeitsfunktion sagen. 


Man bezeichnet die Zuordnung von Merkmalswerten 1 und Besetzungszahlen als Häufig¬ 
keitsverteilung (frequency distribution). 


BEISPIEL 


Die folgenden Daten sind zu klassieren: 


54 

63 

60 

70 

73 

45 

55 

46 

68 

77 

66 

50 

62 

68 

53 

52 

65 

60 

57 

67 

61 

62 

56 

61 

67 

68 

63 

79 

53 

47 

62 

63 

93 

54 

36 

63 

73 

44 

53 

43 

58 

55 

55 

65 

88 

65 

74 

65 

72 

72 


48 

78 

82 

61 

65 

57 

61 

55 

63 

45 

46 

62 

57 

65 

66 

45 

39 

41 

63 

76 

55 

55 

60 

52 

68 

53 

67 

72 

70 

87 

72 

53 

69 

47 

60 

73 

56 

69 

65 

53 

55 

57 

61 

75 

46 

83 

49 

58 

32 

55 


Lösung: 

1 . « = 100 

2 - *max = 9 3 

= max •^■min = bl 

R 61 , 

w «—=—«6 
k 11 


Wir wählen: A: = 11 


= 32 


Wir wählen: w = 6 


3. 1. Klassenuntergrenze = 30 


j 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

c j 

30 

36 

42 

48 

54 

60 

66 

72 

78 

84 

90 

96 


Alle vorkommenden Werte x t sind größer als 30 und kleiner als 96. 


4. Alle Werte x t mit 30<x,<36 kommen in die 1. Klasse. Zwei Werte, nämlich 32 und 36, 
entsprechen dieser Anforderung; somit gilt n^ = 2. 

Alle Werte x t mit 36<x ( <42 kommen in die 2. Klasse. Es sind dies zwei Werte. Somit 
ist n 2 = 2. 


1 Die Klassenmitte Xj ist der Repräsentant aller x- Werte der j -ten Klasse. 
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Endergebnis der Klassierung: 


j 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

x j 

33 

39 

45 

51 

57 

63 

69 

75 

81 

87 

93 

n i 

2 

2 

11 

12 

20 

24 

15 

8 

3 

2 

1 


AUFGABEN 


Klassieren Sie die folgenden Dateien: 


14.09 47,16 42,40 

52,88 

46,13 50,72 53,99 

51,25 

51,45 48,75 

52,27 


51,38 47,35 

45,09 

52,61 50,91 51,70 

51,46 

56,26 47,48 

56,95 


50,21 43,05 

51,07 

49,83 48,18 59,53 

66,32 ■ 

42,00 47,28 

52,74 


55,04 54,19 

54,11 

48,75 50,32 46,59 

47,11 ■ 

46,72 52,71 

56,03 


56,47 58,34 

46,72 

53,65 53,31 43,33 

38,19 . 

41,56 64,05 

55,76 


43,82 48,31 

43,16 

42,41 47,47 46,66 

55,93 

56,49 47,41 

61,75 


59,13 50,57 

50,91 

39,68 47,40 37,50 

46,38 - 

47,79 48,57 

44,56 


60,81 47,73 

48,67 

40,44 49,88 56,08 

54,70 

54,34 50,34 

49,20 


14.10 - 5,680 - 

15,196 

5,765 - 7,748 

1,438 

7,973 

2,492 

2,894 

- 2,499 

4,541 

2,769 - 5,298 

- 9,827 

5,212 

1,813 

3,410 

2,928 

12,527 

- 5,049 13,893 

0,427 

-13,897 

2,145 

- 0,342 

- 3,644 

19,063 

32,640 -15,998 

- 5,444 

5,488 

10,084 

8,377 

8,214 - 

2,510 

0,638 - 6,819 

- 5,773 

- 6,561 

5,412 

12,063 

12,940 

16,682 

- 6,569 7,305 

6,611 

-13,349 

-23,618 

-16,876 

28,104 

11,525 

12,363 - 3,372 

-13,688 

-15,171 

- 5,067 

- 6,677 

11,867 

12,988 

- 5,183 23,496 

18,265 

1,137 

1,817 

-20,636 

- 5,192 

7,493 

- 7,241 - 4,424 

- 2,856 

-10,883 

21,611 

- 4,543 

- 2,668 - 

19,127 

- 0,247 12,161 

9,403 

8,675 

0,689 

- 1,596 

0,511 

2,668 

5,454 2,751 

- 7,640 

10,108 

-12,508 

5,473 

15,237 - 

27,901 

5,335 -15,338 

6,404 

15,556 

8,099 

26,665 

0,425 - 

7,110 

-14,060 - 5,274 

- 7,137 

1,549 

13,112 

1,637 

5,596 - 

4,172 

- 4,575 6,660 

- 1,160 

-12,130 

-23,510 

-20,037 

-14,291 

17,412 

- 9,003 - 1,921 

6,004 

5,820 

- 1,962 

2,769 


14.5 Zeichnerische Aufbereitung von Merkmalswerten 


Stabdiagramm (bar diagram) 

Gegeben ist folgende Verteilung: 


Note Xj 

1 

2 

3 

4 

5 

n i 

4 

5 

12 

7 

2 

hj 

0,133 

0,167 

0,40 

0,233 

0,067 


Über jedem Merkmalswert wird eine senk¬ 
rechte Strecke errichtet, deren Länge der abso¬ 
luten und damit auch der relativen Häufigkeit 
proportional ist. 


h l 

40 

36 

32 

28 

24 

20 

16 

12 

8 

4 

0 


in% 


1 2 3 4 5 6 Note 
















284 


14. Statistische Grundlagen der Qualitätssicherung 


Das Stabdiagramm ist eine grafische Darstellung der Häufigkeitsverteilung eines 
diskreten Merkmals. 


Histogramm (histogram) 


Die Klassen werden durch Intervalle auf 
einer linear geteilten Abszissenachse dar¬ 
gestellt. Über diesen werden Rechtecke 
errichtet, deren Flächeninhalte den abso¬ 
luten (und damit auch den relativen) 
Häufigkeiten der Klassen proportional 
sind. 



Dieses Histogramm ist eine grafische Darstellung der Häufigkeitsverteilung des 
klassierten Merkmals Xj des Beispiels auf Seite 282. 


Nur bei gleichbreiten Klassen sind die Höhen der Rechtecke den Häufigkeiten proportional. 
Wenn die Klassenweiten ungleich sind, dann trägt man die absolute Häufigkeitsdichte 

(absolute frequency density), also den Quotienten a ^ s ^ ute Häufigkeit n } a j g Q rc jj nate (Höhe 

Klassenweite w,- 

der Rechtecke) auf. 

Wir beschränken uns in diesem Buch auf Klassierungen in gleichbreite Klassen. 


Häufigkeitssummenkurven 


Die Häufigkeitssummenkurve ist eine grafische Darstellung der absoluten (oder 
relativen) Häufigkeitssumme der Merkmalswerte. 

Bei diskreten Merkmalswerten ist die Häufigkeitssummenkurve eine Treppenfunktion. 

BEISPIEL 


Beobachtungswert 

X J 

absolute 

Häuf 

n i 

relative 

igkeit 

k 

absolute 

Häufigke 

Kj 

relative 

itssumme 

Hj 

12 

2 

0,1 

2 

0,1 

15 

0 

0 

0 

0,1 

18 

10 

0,5 

12 

0,6 

21 

6 

0,3 

18 

0,9 

24 

2 

0,1 

20 

1 


20 

1 
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Bei klassierten Merkmalswerten ist die Häufigkeitssummenkurve ein Polygonzug. 


BEISPIEL 


Klasse 

Klassen¬ 

mitte 

Klassen¬ 

obergrenze 

abs. H. 

rel. H. 

abs. HS. 

rel. HS. 

j 

X J 

c i 

n i 

h, 

Kj 

«i 

1 

12 

13,5 

5 

0,1 

5 

0,1 

2 

15 

16,5 

10 

0,2 

15 

0,3 

3 

18 

19,5 

20 

0,4 

35 

0,7 

4 

21 

22,5 

9 

0,18 

44 

0,88 

5 

24 

25,5 

6 

0,12 

50 

1 


« = 50 



h j % t H j % 



10,5 13,5 16,5 19,5 22,5 25,5 28,5 Xj 


Aus der Zeichnung ist leicht zu ersehen, wie man aus einem Histogramm die zugehörige 
Häufigkeitssummenkurve gewinnt. 


AUFGABEN 

14.11 Zeichnen Sie zu der in 14.03 gegebenen Verteilung 

a) ein Stabdiagramm und b) die zugehörige Häufigkeitssummenkurve. 

14.12 Zeichnen Sie zu der in 14.09 gegebenen Verteilung ein Histogramm und die zugehörige 
Häufigkeitssummenkurve. 
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14.6 Stichprobenkenngrößen 
Grundbegriffe 


Stichprobenkenngrößen, auch statistische Maßzahlen genannt, beschreiben die Eigen¬ 
schaften der Stichprobenverteilung. 


Stichprobenkenngrößen beziehen sich, wie schon der Name sagt, auf Stichproben. 

Stichprobenkenngrößen sind Funktionen der Beobachtungswerte; sie charakterisieren 
Eigenschaften der jeweiligen Häufigkeitsverteilung. 

Die entsprechenden Werte der Grundgesamtheit bezeichnet man als die Parameter der 
Grundgesamtheit. 

Eine Stichprobenkenngröße kann zur Schätzung des entsprechenden Parameters der zu¬ 
gehörigen Grundgesamtheit dienen. 


Wir unterscheiden: 

1. Stichprobenkenngrößen zur Beschreibung 
der Vorgefundenen Lage der Stichproben¬ 
meßwerte, sogenannte Kenngrößen der 
Lage. 

Fragestellung: Wo liegt die Verteilung auf 
der Merkmalsskala? 



2. Stichprobenkenngrößen zur Beschreibung der Vorgefundenen Streuung der Stichproben¬ 
meßwerte, sogenannte Kenngrößen der Streuung. 

Fragestellung: Welche „Streuung“ haben die Meßwerte? 



Die Meßwerte „streuen wenig“ um a. 




b 


Die Meßwerte „streuen stark“ um b. 


Kenngrößen der Lage 


Wir unterscheiden zwischen arithmetischem Mittelwert (arithmetic mean), kurz Mittelwert 
genannt, und Zentralwert (median). 
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Mittelwert 


Der arithmetische Mittelwert x von n Zahlen x 1? x 2 , x 3 ,..., x„ ist folgendermaßen 
definiert: „ 

X-i + X 2 + . . . + X„ /?i*' 


Wenn der Wert x 3 n r mal, der Wert x 2 n 2 -ma 1, ..der Wert x k n k -mal vorkommt, wobei 


«i + n 2 + ... + «* = 2 rij = « 

7 = 1 


gilt, so rechnet man vorteilhafter: x = 


k 

T. rijXj 

+ /7 2 x 2 + .. . + n k x k ■ r 1 1 


2»; 

j = i 


Statt 2 n j x j schreibt man auch kürzer 2 W 7 X 7 0< ^ er 2 n 7 x r 

7 = 1 7 

Man rechnet immer mit der Klassenmitte als Repräsentanten der Klasse. 

BEISPIELE 

1. In der folgenden Urliste sind die Maßzahlen der Länge von n= 10 Werkstücken zu¬ 
sammengestellt. 

64,5 64,1 65,0 64,0 64,3 64,8 64,5 64,6 64,1 64,7 

Die Längenangabe erfolgte in mm. Der Mittelwert x ist zu berechnen. 

i* 

Lösung: Es gilt: x = —- — 

Es ist 2 x i ~ 64,5 + 64,1 + ... + 64,7 = 644,6 und n = 10. 

i = 1 

. _ 644,6 SAAS - SAAS 

Somit ist: x = —^— = 64,46 x = 64,46 mm 


Klassennummer 

j 

1 

2 

3 

4 

5 

Länge (in cm) 

x j 

72,5 

73,0 

73,5 

74,0 

74,5 

Häufigkeit 

«7 

1 

4 

8 

5 

2 


Der Mittelwert x ist 
zu berechnen. 


2 ". v, 

Lösung: Es gilt: x = ~ --- 


k 

Z«7- 


1 • 72,5 + 4 • 73,0 + 8 • 73,5 + 5 • 74,0 + 2 • 74,5 


20 


_ 1471,5 _ _ ß 

x = ———= 73,58 
20 


x = 73,58 cm 
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3. 


Wir betrachten das Beispiel 3 von Seite 278: 


Klassennummer 

j 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 


Masse (in g) 

*j 

14,8 

14,9 

15,0 

15,1 

15,2 

15,3 

15,4 


Besetzungszahl 

n i 

1 

2 

3 

5 

6 

10 

14 



j 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 


Xj 

15,5 

15,6 

15,7 

15,8 

15,9 

16,0 

16,1 

16,2 


n i 

16 

19 

17 

13 

6 

7 

5 

1 

1-14,8 + 2-14,9 + .. 

. + 5-16,1 + 1- 

16,2 


1945,7 

15,57 


= 15,57 g 

— 

125 



X- 

125 

X 


Wir können x auch bequemer berechnen. Wir wählen einen vorläufigen Mittelwert D 
und erhalten: Xj = D +Axj. 

Z n jXj »i (D + AxQ + n 2 (D 4- Ax 2 ) + . . . + n k • (D + Ax k ) 


(«! + n 2 + ... 4- n k )D n^Ax-i + n 2 Ax 2 + ... + n k Ax k 
x =-+- 


nD , 2 n jAxj 

x =-h —- 

n n 


-— . 2 njAxj 

x = D + Ax mit Ax=--- 

n 


Wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind, dann kann die Summationsvariable 
weggelassen werden. 


Zusammenfassung: 



X J 

n j 

A xj 

rij • A . 

14,8 

1 

-0,8 

-0,8 

14,9 

2 

-0,7 

—1,4 

15,0 

3 

-0,6 

-1,8 

15,1 

5 

-0,5 

-2,5 

15,2 

6 

-0,4 

-2,4 

15,3 

10 

-0,3 

-3,0 

15,4 

14 

-0,2 

-2,8 

15,5 

16 

-0,1 

-1,6 

15,6 

19 

0 

0,0 

15,7 

17 

+ 0,1 

+ 1,7 

15,8 

13 

+ 0,2 

+ 2,6 

15,9 

6 

+ 0,3 

+ 1,8 

16,0 

7 

+ 0,4 

+ 2,8 

16,1 

5 

+ 0,5 

+ 2,5 

16,2 

1 

« = 125 

+ 0,6 

+ 0,6 
-4,3 
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-mu, 

x = D + A JC = 15,60 g + ( - 0,0344) g 

Das Ergebnis wird gerundet. x = 15,57 g 

Wir erkennen, daß diese Art der Berechnung nicht nur bequemer ist, sondern daß damit 
auch unnötige Rechenfehler leicht vermieden werden. Noch einfacher wird die Rechnung, 
wenn wir die x- Werte als Produkte ganzer Zahlen mit Zehnerpotenzen anschreiben. 

BEISPIEL 

Gegeben ist die Verteilung: 


j 

Xj 

n J 

1 

0,00382 

2 

2 

0,00383 

5 

3 

0,00384 

13 

4 

0,00385 

3 

5 

0,00386 

2 


Der Mittelwert x ist zu berechnen. 
Lösung: 

Wir wählen £> = 384-10 -5 


x j 

n j 


nj • A Xj 

382 ' 

2 

-2 ' 

-4 ' 


383 

5 

-1 

-5 


384 

•IO" 5 13 

0 

•IO" 5 0 

-• io- 5 

385 

3 

+ 1 

3 


386 

2 

+ 2 

4 



n =25 


2 n i xj= 

2 IO" 5 


D = 384-10 -5 
- 2 
25 

x= D + Ax x = 384 -10" 5 -0,08 • 10 _ 5 = 383,92 10 ~ 5 


Ax = 


• 10 ~ 5 = -0,08 - IO" 5 


x = 383,9 -10- 


Zentralwert 


EINFUHRENDES BEISPIEL 

In einer Klasse mit 25 Schülern ist deren mittlere Größe zu berechnen. 


Größe x (in Meter) 

1,68 

1,70 

1,73 

1,74 

1,77 

1,80 

1,92 

Anzahl 

1 

5 

5 

7 

5 

1 

1 


Den Mittelwert erhält man mit 

_ 1-1,68 + 5 ■ 1,70 + 5*1,73 + 7-1,74 + 5 -1,77 + 1 -1,80 + 1 -1,92 

* 25 

*=^= 1,7432 

25 


Je = 1,743 m 
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Wir können auch anders Vorgehen: 

Wir ordnen die 25 Schüler der Größe nach und definieren als Zentralwert die zum mittleren 
Schüler, also dem 13. Schüler gehörende Größe. 


1,70 

1,73 

1,74 

1,77 

1,70 

1,73 

1,74 

1,77 

1,70 

1,73 

1,74 

1,77 

1,70 

1,73 

1,74 

1,77 

1,70 

1,73 

1,74 

1,77 


1,74 

1,74 Je = 1,74 m 


Wenn 26 Schüler vorhanden sind, wird man als Zentralwert den arithmetischen Mittelwert 
der Größen des 13. und des 14. Schülers nehmen. 


Der Zentralwert x halbiert also die nach der Größe geordnete Menge. 


Beim Vorliegen von n Einzeldaten gilt: 

Wenn n ungerade ist, dann ist x = x ( („ +1) / 2 ). 

Wenn n gerade ist, dann ist x — • V(,,/2) * (0,/2 ' + ]) . 


BEISPIEL 

Im Beispiel 3 (Seite 278) sind die Maßzahlen der Masse von 125 Achsen gegeben. 

Der Zentralwert ist zu berechnen. 

Lösung: 

Definitionsgemäß ist der Zentralwert der Wert mit der Rangzahl 63, also die 63-kleinste 
Zahl. 

* = *( 63 ) 

Wir streichen in der Urwertliste die 62 kleinsten Zahlen. 

Der 63. Wert ist Je. Je = 15,6 g 


AUFGABEN 

14.13 Berechnen Sie für die in den Aufgaben 14.03 bis 14.08 gegebenen Verteilungen jeweils 
den Mittelwert x und den Zentralwert Je. 


Kenngrößen der Streuung 

Wir betrachten zwei Stichproben: 


Stichprobe A: Xj 

2 6 8 

Stichprobe B: Xj 

5 

6 7 

n j 

1 2 2 

n j 

1 

3 1 


Beide Stichproben haben den Mittelwert x = 6. 

Man sieht aber deutlich, daß die Werte der Stichprobe A stärker vom Mittelwert abweichen 
als die Werte der Stichprobe B. 


Man schreibt Je und spricht: x- Schlange. 
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Wir suchen nun ein Maß für diese Abweichung. 


1 . 


Es ist naheliegend, den Mittelwert der Einzelfehler 



(*/ - x) 


als Maßzahl zu verwenden. Man sieht jedoch leicht, daß 2 (*/ ~ x ) immer 0 ist: 
2 (*/ ~x) = I >/ -nx = 2 Xi - n --^2*/ = 2 Xi - 2*/ = 0 


2. Wir können als Maß für die Streuung die Differenz zwischen dem größten und dem 
kleinsten Wert nehmen. 

Diese Größe nennt man Spannweite R (ränge). 


Spannweite einer Stichprobe: R = x max — x min 


Bei Serie A erhalten wir R= 8 — 2 = 6; 
bei Serie B erhalten wir R = 7 — 5 = 2. 

Der Aussagewert der Größe R hängt vom Stichprobenumfang n ab. 


Wenn wir eine Serie mit 5 Werten haben, so bestimmen 2 davon, das sind 40 %, den 
Wert von R. 

Haben wir aber 1000 Meßwerte, so ist R auch durch 2 von diesen 1000, nämlich durch 
den größten (x max ) und den kleinsten (x min ) Wert, also durch 2 %o der Daten, bestimmt! 
Ein R aus einer großen Datenmenge kann also nicht mit einem R aus einer kleinen 
Datenmenge verglichen werden. Für große Stichproben ist R wenig aussagekräftig! 

Mit der Maßzahl R arbeitet man bei Stichproben mit h< 10 in der Qualitätsregel¬ 
kartentechnik. 

3. Eine weitere Möglichkeit wäre der Mittelwert der absoluten Beträge der Einzelfehler: 


4 . Aus theoretischen Gründen, die hier nicht erörtert werden können, ist es vorteilhaft, 
die durch n — 1 dividierten Quadrate der Einzelfehler zu verwenden. 

Diese Maßzahl heißt die Varianz (variance) der Stichprobe. 


Als Varianz s 2 der Stichprobe X\, x 2 , . • x n bezeichnet man den Ausdruck 

, 2 (*, - x) 2 

s= »- i • 


Wir erkennen, daß alle x t Einfluß auf s 2 haben! 
Wenn alle x t gleich sind, so ist x = x ( und s 2 = 0. 
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Wir berechnen nun s für unsere beiden Meßserien: 

Serie A Serie B 


Xi 

2 

6 

6 

8 

8 

Xi 

5 

6 

6 

6 

7 

Xj—X 

-4 

0 

0 

2 

2 

Xj—X 

-1 

0 

0 

0 

1 

(x,— x ) 2 

16 

0 

0 

4 

4 


1 

0 

0 

0 

1 

5 2 = 24/4 = 

6 

s = 2,45 



S* = 2/4 = 0,50 

s 

li 

o 




Die positive Größe 5 = Ys* nennt man Standardabweichung (Standard deviation). 


Die Standardabweichung ist sowohl ein Maß für die Abweichung der Einzelwerte x, vom 
arithmetischen Mittelwert x als auch ein Maß für die Abweichungen der Einzelwerte unter¬ 
einander. 

Im Gegensatz zur Varianz s 2 hat die Standardabweichung s die gleiche Dimension wie die 
Meßgröße. 

Man gibt üblicherweise 5 in der gleichen Einheit wie die x,- an. 


BEISPIEL 

Aus einem Lieferlos werden 12 zylindrische Scheiben genommen. Ihre Dicke beträgt 
(in mm): 

10,0 9,8 9,7 10,1 9,9 10,1 10,0 9,9 9,8 10,0 9,8 10,1 

Der Mittelwert x und die Standardabweichung s dieser Stichprobe sind zu berechnen. 


Lösung: 

10 + 9,8 + ... + 10,1 
n 12 

2 (*t ~ x? (10 - x) 2 + (9,8 - x) 2 + ... + (10,1 - x) 2 
S n - 1 11 

3 -(10 - x) 2 + 3 -(10,1 - x) 2 + 3 -(9,8 - x) 2 + 2 (9,9 - x) 2 + (9,7 - x) 2 

11 

0,206666 

11 

= 0,018788 5 = Ys 2 

x = 9,93 5 = 0,137 


AUFGABEN 

14.14 Berechnen Sie den Mittelwert und die Standardabweichung der folgenden Meßserien: 

a) 3,4 2,6 3,1 2,7 3,0 2,6 2,7 3,2 2,8 

b) 23,4 18,6 19,4 21,3 25,2 20,9 

c) 145 136 138 142 144 142 137 139 137 144 141 140 138 139 137 



















14. Statistische Grundlagen der Qualitätssicherung 


293 


Berechnung von Varianz und Standardabweichung bei klassierten Daten 

A , (*! - X ) 2 + (* 2 - X ) 2 + . . . + ( X „ - x ) 2 

Aus =--- 

n — 1 

und n = + n 2 + .. • + n k 


n\ (*! - x) 2 + . .. + n k (x k - x) 2 n A x J ~ x ) 2 
n — 1 n — 1 


folgt s 2 = - 

Diese Formel für 5 2 ist, wie wir gesehen haben, für das praktische Rechnen schlecht geeignet. 

Wir formen daher um: 

2 - 2xxj + x 2 ) 1 


n - 1 


= j-[2 n i x f -2*1 "jXj + x 2 ln\ 


it gilt: J' 2 = - [Irijxj - nx 2 ] bzw. .s 2 = - \ j 


Somit 

BEISPIEL 


l^-jrdnjx ,) 2 


Für die Werte 8, 10, 11, 13, 14 ist s 2 zu berechnen. 


x i 

8 

10 

11 

13 

14 


64 

100 

121 

169 

196 


i 2 =l[650-5-ll,2 2 ] = ^ = 5,70 i 2 = 5,70 

4 4 - 


Um Zeit zu sparen, gehen wir ähnlich wie bei der Berechnung von x vor und setzen 
Xj = D + A Xj und x = D + Ax. 


Wir erhalten: 

Xj — x = A Xj — A x und somit ist 

_ InjjlA^-Äxf _ 1 

s n- 1 n — 1 

= ~ Z 1 [2 n j (Ax,) 2 - n (Äx) 2 ] 


[Z», (A x y ) 2 - 2 A x 2 «y A Xy + (A x) 2 2 «,] 

n 


Aus dieser Formel ist nochmals zu ersehen, daß 5 2 und somit auch 5 unabhängig von der 
Wahl des Nullpunktes der x- Werte sind. 

Zusammenfassung: 
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Bei größeren Zahlenmengen ist es vorteilhafter, mit vertikalen Kolonnen zu arbeiten. 
BEISPIELE 

1. Gegeben ist die Verteilung von Seite 278. Die Standardabweichung ist zu berechnen. 
Lösung: 


Xj 

n, A Xj 


n A x i 

fl/ (A X,) 2 

14,8 

1 -8 


- 8 ' 

64 ' 


14,9 

2 -7 


-14 

98 


15,0 

3 -6 


-18 

108 


15,1 

5 -5 


-25 

125 


15,2 

6 -4 


-24 

96 


15,3 

10 -3 


-30 

90 


15,4 

14 -2 


-28 

56 


15,5 

16 -1 

■ -10 

i-i -16 

• -IO“ 1 16 

• -IO" 2 

15,6 

19 0 


0 

0 


15,7 

17 1 


17 

17 


15,8 

13 2 


26 

52 


15,9 

6 3 


18 

54 


16,0 

7 4 


28 

112 


16,1 

5 5 


25 

125 


16,2 

1 6 


6 

36 j 



H = 125 


Z n A x J Z"j( A */) 2 

= -43-10-' = 1049 -10 - 2 

— Z n A*i -43-10-' 

3,44- 

io- 2 

jc= £> + A*= 15,57 

ÜA — 

n 

125 

-2 1 

Znj(Axj) 2 -^(ZnjAxjf 




S ~ n- 1 




s 2 = -^[ 1049-10- 2 - 1849 10- 2 

/125] = 8,34-10" 2 


^ = 0,289 


2. Gegeben ist die Verteilung: 


10- 5 -x, 

827 

828 

829 

830 

831 

832 

833 

834 

n j 

5 

7 

24 

9 

2 

4 

0 

1 


Die Standardabweichung 5 ist zu berechnen. 


Lösung: 

Xj Uj A Xj njAXj nj(Axj) 2 


827 ' 

5 -3 ' 

-15 ' 

45 ' 


828 

7 -2 

-14 

28 


829 

24 -1 

-24 

24 


830 

< 9 0 

„ < o 

< 0 


831 

L .IO“ 5 

1U 2 1 

' ' 10 2 

> -io - 5 2 

. -lo-io 

832 

4 2 

8 

16 


833 

0 3 

0 

0 


834 

1 4 

4 

16 



n = 52 Z n A x j Z n j ( A x j) 2 

= -39-IO" 5 = 131 - IO" 10 

Wie ersichtlich, haben wir D = 830 IO -5 gewählt. 


























14. Statistische Grundlagen der Qualitätssicherung 


295 


_ -39-IO -5 _ 

Ax=-—-= —0,75 • IO -5 x = /) + Ax= 0,0082925 

£nj(Axj ) 2 -^(Znj-Axjf 

= yj-[131 ■ IO“' 0 - ( - 39 • IO -5 ) 2 /52] 

s 2 = 1,995-IO" 10 s = 1,41 - IQ- 5 

Die meisten Taschenrechner haben eingebaute statistische Funktionen, man kann dann 
x und s mit Hilfe der Summentaste 2+ berechnen, z. B.: 

CLEAR 

Xi eintasten, für alle i = 1 bis i = n 

jc-Taste drücken 
s’-Taste drücken 


AUFGABEN 


Berechnen Sie jeweils jc und 5 bei gegebenen Klassenmitten Xj. 


14.15 

10 3 -Xj 

16,4 

16,6 

16,8 

17,0 

17,2 

17,4 

17,6 





n j 

2 

10 

18 

32 

12 

5 

1 




14.16 

10 5 -Xj 

740 

745 

750 

755 

760 

765 

770 

775 

780 



n j 

1 

13 

59 

113 

76 

49 

27 

5 

2 


14.17 

X J 

72 

75 

78 

81 

84 

87 

90 

93 

96 

99 


n J 

1 

3 

9 

14 

29 

32 

17 

6 

5 

2 

14.18 

10 4 • Xj 

35 

39 

43 

47 

51 

55 

59 

63 




n i 

2 

3 

5 

9 

16 

24 

8 

2 



14.19 

10 6 -Xj 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 

4,0 

4,5 

5,0 




*) 

12 

18 

27 

21 

14 

8 

4 

1 



14.20 

Xj 

300 

350 

400 

450 

500 

550 

600 

650 

700 



n i 

2 

5 

12 

33 

17 

10 

4 

3 

1 


14.21 

10 6 • Xj 

1,28 

1,30 

1,32 

1,34 

1,36 

1,38 

1,40 

1,42 

1,44 



n ) 

1 

5 

18 

31 

51 

22 

12 

5 

2 


14.22 

10 3 • Xj 

8,5 

9,0 

9,5 

10,0 

10,5 

11,0 

11,5 

12,0 

12,5 



n J 

4 

16 

24 

83 

52 

18 

9 

3 

1 


14.23 

10 S -Xj 

48 

50 

52 

54 

56 

58 

60 

62 

64 

66 


n s 

7 

40 

52 

72 

55 

35 

15 

9 

2 

2 


IO 2 '*; 

125 

135 

145 

155 

165 

175 

185 

195 

205 


8 

17 

37 

112 

52 

31 

14 

7 

1 



14.24 
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14.7 Korrelation, Regression 
Zufallsexperiment, Zufallsvariable 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Ein gutes Hilfsmittel zur Untersuchung des Spiels des Zufalls ist eine Perlenbüchse. 
Darunter versteht man eine mit Perlen verschiedener Farbe gefüllte Dose, die als Deckfläche 
eine quadratische Abdeckung mit z. B. 10 mal 10 Löchern hat. Die Perlen werden durch hef¬ 
tiges Schütteln gemischt und die Dose geneigt. Dabei bleiben 100 Perlen, unsere Stichprobe, 
in den Löchern hängen. 

Unsere Perlenbüchse enthält 1000 Perlen. Von diesen sind 5 rot, 10 gelb, 20 blau, 40 grün, 80 
schwarz, der Rest weiß. 

Wir führen folgendes Experiment durch: 

In der Perlenbüchse befinden sich Af=1000 Perlen, von diesen sind d = 40 grün. 

Wir ziehen 50 Stichproben, jeweils vom Umfang n = 100. 

Vor jeder Stichprobenentnahme mischen wir die Perlen gründlich. 

Wir zählen in jeder Stichprobe die Anzahl der grünen Perlen. 

Diese Anzahl der grünen Perlen je Stichprobe bezeichnen wir mit x. 


Wir erhalten 

z. B. folgende Werte für 

x: 



3 

3 

4 

2 

7 

2 

5 

1 

4 

5 

3 

2 

5 

3 

2 

4 

3 

1 

3 

6 

4 

4 

6 

3 

3 

5 

2 

2 

3 

5 

2 

5 

2 

3 

0 

8 

3 

4 

1 

7 

5 

2 

4 

3 

2 

4 

4 

6 

3 

6 


Wir bezeichnen x, die Anzahl der grünen Perlen, die jeweils in die Stichprobe gelangen, als 
Zufallsvariable und unser Experiment als Zufallsexperiment. 

Statt „Der Stichprobenwert ist x = 0“ sagt man auch 
„Das Ereignis x = 0 tritt ein“. 

Wenn eine Zufallsvariable in einem Intervall nur abzählbar viele Werte annehmen kann, so 
bezeichnet man sie als diskrete Zufallsvariable. 

Zum Beispiel: Anzahl der defekten Stücke einer Stichprobe, Anzahl der Todesfälle. 

Wenn eine Zufallsvariable in einem Intervall alle Werte annehmen kann, so bezeichnet man 
sie als stetige Zufallsvariable. 

Zum Beispiel: Länge eines Bolzens, Temperatur eines Körpers. 


Wenn jedem Wert einer Variablen x genau ein Wert y zugeordnet ist, so sagt man: 

y ist eine Funktion von x. 

Wenn y eine Zufallsvariable ist und x eine solche sein kann, so spricht man von einer 

Regression von x bezüglich y. 

Wenn zwischen den Zufallsvariablen x und y eine Beziehung besteht, so spricht man von der 

Korrelation zwischen x und y. 

Bei einem funktionalen Zusammenhang gibt es eine unabhängige und eine abhängige 
Variable. 

Bei der Korrelation werden alle Zufallsvariablen als gleichberechtigt aufgefaßt. 
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Lineare Regression 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 


Zwischen Masse und Größe besteht ein Zusammenhang, eine Korrelation. 

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen der Größe (in cm) und der Masse (in kg) von 


20 Herren. 

i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Xi (in cm) 

174 

187 

167 

181 

165 

174 

168 

174 

190 

169 

yt (in k S) 

72 

86 

62 

79 

63 

73 

67 

73 

85 

65 

i 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

Xi (in cm) 

172 

175 

168 

174 

166 

185 

182 

170 

168 

172 

yt (in kg) 

68 

70 

69 

70 

64 

82 

80 

65 

65 

71 


Wir zeichnen die Punkte (x,- \y t ) in das Koordinatensystem ein und erhalten das folgende 
Streuungsdiagramm: Masse in kg 

90 

° o 

80 o° 


70 

60 



of 


160 


170 180 


Körper- 

190 200 große 

in cm 


Nun zeichnen wir die am besten passende Gerade ein. 

Das Zeichnen der Geraden wird durch die Berücksichtigung des Satzes 


Die Regressionsgerade geht durch den Punkt (x \ y). 


wesentlich erleichtert. 

In unserem Fall gilt: x = 174,05 cm, = 71,45 kg. 

Der Punkt (x | y ) ist in unserer Abbildung rot eingezeichnet. 

Die Gleichung der Regressionsgeraden bekommen wir auf einfache Weise durch Zeichnen 
eines Steigungsdreiecks mit dem Ausgangspunkt (x j_y). Wir wählen die Ankathetenlänge Ax 
mit 20 Einheiten und lesen Aj>«20 Einheiten ab. 


Somit ist die Steigung 
unserer Regressionsgeraden 
etwa k = 1. 


Masse in kg 
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Wir setzen x, y in y = kx + d ein und erhalten 71,5 = 1 • 174 + d, also d= —102,5 und somit 

y = x- 102,5 

Mit Hilfe unserer Regressionsgeraden können wir die Frage „Wie schwer ist ungefähr ein 
Mann mit der Körpergröße x cm?“ beantworten. 

a) Mit x = 167 cm erhalten wir etwa y = 64,5 kg. 

b) Mit x = 180 cm erhalten wir etwa y = 77,5 kg. 

^ Beim Arbeiten mit der Regressionsgeraden müssen wir berücksichtigen, daß wir nur im Meß¬ 
wertebereich arbeiten dürfen! 

Weitere Beispiele für lineare Regression: 

Geschwindigkeit —Bremsweg eines Fahrzeuges, 

Energieverbrauch — Produktionsvolumen. 

Wir betrachten nun das Problem allgemein: 

(*ii TiX (* 2 ; T 2 X • • •> ( x n', y n ) seien n geordnete Paare von Meßwerten. Wir tragen die Werte 
(Xj ; yf) in einem kartesischen Koordinatensystem auf. In unserem Fall liegen die Punkte um 
eine Gerade, die man als Ausgleichsgerade oder Regressionsgerade bezeichnet. 

Man sagt in diesem Fall: Es liegt eine lineare Regression von y bezüglich x vor. 

Bei der Aufstellung der Gleichung y = a + bx der y 

Regressionsgeraden wird das von Gauß stammende 

Prinzip der kleinsten Quadrate verwendet: 


Mit Hilfe der Differentialrechnung (Band 3 und Band 4) 
kann man die Koeffizienten a und b der Gleichung 
y = a + bx, der Regressionsgeraden, ermitteln. 

Es gilt: 


Die Summe der Quadrate der Abweichungen soll ein 
Minimum ergeben. 



0 


x 


x 


s 


Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet: y = a + bx mit 



und a — y — bx 



x 
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Die Regressionsgerade kann auch von links oben nach rechts unten verlaufen, also eine 
negative Steigung haben. 

Je näher die Punkte an der Regressionsgeraden liegen, um so stärker ist die lineare funktio¬ 
nale Abhängigkeit. 

Wenn b> 0 ist, so spricht man von einer positiven Regression. 

Wenn b< 0 ist, so spricht man von einer negativen Regression. 

In der Wirtschaftsmathematik verwendet man, wenn x die Zeit ist, statt Regression die Be¬ 
zeichnung Trend. 

BEISPIEL 

Gegeben ist die Stichprobe: x t 1 2 3 4 5 


y, 1 2 2 3 4 

Die Gleichung der Regressionsgeraden ist rechnerisch zu ermitteln. 



Mit b =0,7 erhalten wir: a = y — bx = 2,4 — 0,7 • 3 = 0,3 

Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet somit: y = 0,7 x + 0,3 

Die Regressionsgerade geht durch den Punkt P(x \ y), also durch (312,4). 

Zu unserem EINFÜHRENDEN BEISPIEL von Seite 297: 

Die Rechnung ergibt: x = 174,05 cm y = 71,45 kg y = 0,9788 x — 98,92 


Lineare Korrelation 

Zu unserem EINFÜHRENDEN BEISPIEL: 

Mit Hilfe der Regressionsgeraden y = x — 102,5 haben wir lediglich eine Antwort auf die 
Frage „Wie schwer ist ungefähr ein Mann mit der Körpergröße x cm?“ erhalten. 

Rein formal können wir durch den Übergang von Ordinate zu Abszisse auch die Frage „Wie 
groß ist ungefähr ein Mann, dessen Masse y kg beträgt?“ beantworten. 

Diese Methode führt allerdings zu einer falschen Antwort. 

Wenn wir eine richtige Antwort wollen, dann tragen wir die Masse auf der x-Achse und die 
Körpergröße auf der ^-Achse auf. 

Dann ermitteln wir die Gleichung dieser Regressionsgeraden. 
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14. Technische Statistik 


Allgemein: 

Wir betrachten nun x als abhängige und y als unabhängige Zufallsvariable. 
Die Gleichung der Regressionsgeraden lautet dann: 


x = b* y + a* 

u* s *y _ 2 (*/ - *) (y> - y) _ 2 x >yi - n *y 
S yy 2 (yi - yf lyl-nf 


a* = x - b*y 


Zum BEISPIEL auf Seite 299: 


Xi 

l 

2 

3 

4 

5 

yi 

l 

2 

2 

3 

4 


2 yf — 34 


b* = 


2 X/T/ — nxy 43-5-3-2,4 


2 yf-ny 2 34 - 5-5,76 


7 

5,2 


a* = x- b*y = 3 - 1,346-2,4 = -0,23 
x = 1,346 — 0,23 bzw. 


1,346 


y = 0,743 x + 017 


Zum Vergleich die Gleichung der 1. Regressionsgeraden: y = 0,7jc + 0,3. 


Im allgemeinen erhält man zwei verschiedene Regres¬ 
sionsgeraden, die einander im Punkt (jc | y) schneiden. 

Wenn alle Punkte (x, | y ,) auf einer Geraden liegen, dann 
fallen die Regressionsgeraden zusammen. 

Wenn die Einzelwerte über die ganze Fläche streuen, wenn 
also kein Zusammenhang zwischen ihnen besteht, dann 
stehen die Regressionsgeraden normal aufeinander. 

Wenn x und y gleichwertig sind, so kann man beide Regressionsgeraden zeichnen und als 
Maß der Korrelation zwischen x und y den Winkel der Regressionsgeraden einführen. 





kleiner Winkel... hohe Korrelation großer Winkel... geringe Korrelation 


In der Praxis beschreibt man die Korrelation zwischen jc und y durch das Bestim¬ 
mungsmaß B oder den Korrelationskoeffizienten r. 



Beachten Sie 
— 1 < r < +1 
r= ±1 
r = 0 
r <0 
r> 0 


|r | < 1 B< 1 

vollständige Korrelation, 
keine Korrelation, 

zu großen Werten von x gehören kleine Werte von y, 
zu großen Werten von x gehören große Werte von y. 
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Zwischen dem Regressionskoeffizienten b (der den durchschnittlichen Zuwachs von y bei 
Änderung von x um eine Einheit angibt) und dem Korrelationskoeffizienten r besteht 
folgender Zusammenhang: 



Ferner gilt: | r \ =]/bb* 


Zu unserem EINFÜHRENDEN BEISPIEL auf der Seite 297: 

S X y _ x xy - nxy _ 

1 HZx*-nX*)(Zy*-n?) 

_ 249 707 - 20-174,05-71,45 _ 

~~ V(606 879 - 20 • 174,05 2 ) (103 1 27 - 20 • 71,45 2 ) — 

Zu unserem BEISPIEL auf der Seite 299: 

S 7 

r = , xy — — - 7 = 0,971 Die Korrelation zwischen x und v ist sehr hoch. 

\s xx -s yy flO-5,2 


AUFGABEN 

14.25 Die Gleichung der Regressionsgeraden ist zu ermitteln: 


a) Xi 

35 

40 

45 

50 

55 




yi 

10 

8,2 

4,7 

2,3 

0,2 




b) xi 

142 

144 

146 

148 

150 

152 

154 

156 

yi 

25,0 

27,6 

31,5 

34,0 

36,6 

40,1 

43,0 

46,4 


Xj 

13,0 

13,1 

13,2 

13,3 

13,4 

13,5 

13,6 

13,7 

13,8 13,9 

yi 

105 

92 

76 

38 

43 

28 

16 

0 

-17 -29 


14.26 Berechnen Sie von den in 14.25 angegebenen Stichprobenwerten den Korrelations¬ 
koeffizienten r. 
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